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PREFAZIONE 



in queste nozioni elementari di Seomotria 
analitica del piano si è avuto di mira l'esposi- 
zione dei prineipii dell' Omograda e della Re- 
ciprocità, e dei Teoremi principali sulle coniche, 
come studìi introduttori alla teoria delle corri- 
spondenze Univoche e delle curve algebriche di 
ordine superiore. 

L'Autore. 
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GEOMETRIA ANALITICA DEL PIANO 



GAFITOLO l'imw. 
NOZIONI PRELIMINARI 



^ 1. Definizioni, notazioni. 
Principio di dualità del piano. 

1. In queste nozioni preliminari, per como- 
dità del lettore, sono anche riprodotto alcune 
dello cose che si trovano nel Manuale Proiettiva. 
Intanto per uniformità di notazione indieheromo 
sempre i;on lette.re italiche maiuscole i punti e 
colle minuscole le rette dei plano, comunque pro- 
lungate. 

Per figura del piano o Sistema piano 2 in- 
tenderemo un complesso qualunque di punti e 
(li rette dei piano. 1 punii e le rette sono cosi 
gli elementi del sistema piano. 

2. Ammettiamo il Postulato di Euclide sulle 
parallele cioè: 

■ Dati nel piano un punto S ed una retta m 
non passante per S (iìg, 1) sì può condurre per 
S una sola retta m' che non tagli la m. Questa 
retta è la. parallelft Euclidea condotta per S alla 
retta m. 
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-.aliUea del piano. 



' Tutte le altre rette del piano 
M; n, p; q, V 
condotto per S incontrano quindi la m rispolii- 
vameiite nei puuti M, jV, P, Q. . . Le rette atesse 




con Liu puoto quulunquo pres'o sulla m inter- 
cettano perciò da una parte e dall'altra di seg- 
menti OM, ON, OP, OQ... dì m; e la grandezza 
di quei segmenti cresce indeflnitamente a misura 
che una quaJunque di tali rette p rotando in 
UD senso qualunque intorno ad S si allontana da 
una parte o dall'altra dalla posiziono SO per av- 
vicinarsi alla posizione della parallela m'. • 

Per questa ragione noi diremo : ■ che ogni retta 
m del piano ha un punto all'infinito o a di- 
stanza infinita il quale gli fi comune con tutte 
le rotte ad essa parallele «. 

3. In questo modo come ogni punto P della 



Hosted by 



Google 



Geomeù'ia analitica del piano. 3 

retta m individua una retta S P = p passante per 
S; viceversa, senza alcuna eccezione, ogni retta 
passante por S individua un punto di M cioè: 
havvi corrispondenza univora senza eccezione 
fra i punti della retta ni e, le rette del piano 
passanti per mj» punto fisso S ; dicendo corri- 
spond&iiti tm punto ed una retta che si deter- 
minano nel modo giù detto. 

4. Ogni retta del piano ha dunque un punto 
all'infinito che è cosi rappresentato dalla retta 
stessa e da una sua parallela. 

Condurre per un punto dato uua retta paral- 
lela ad una data, equivale ad unire un punto al 
finito con uno all'infinito. 

1 punti air infinito del piano si ritengono for- 
mare una retta; perchè il luogo di essi ha la 
stessa proprietà della retta di avere un sol punto 
in comune con ogni altra retta del piano. 

5. Nel piano sono da considerarsi due co- 
sti'uzioni fondamentali che costituiscono le Ope- 
razioni della Geometria piana. Queste souo: la 
PROJSziosE da un centro e la hkzionk con una 
retta s. 

Proiettare da un centro una figura compo- 
sta di punti significa costruii'e le rette o raggi 
projetlanii che uniscono coi punti della figura. 
Si hanno così tante rette passanti per 0; e anzi 
la totalità delle rette del piano passanti per 0, 
se i punti da projettarsi sono quelli di una retta 
m non passante per 0. La figura composta dei 
raggi proiettanti vien detta fascio di raggi ed 
n'è detto il centro. 

Tagliare con unii roUa s unii figura composta 
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(li rette significa trovare i punti ove s incontra 
le rette della figura. Abbiamo così tanti punti 
della retta s, aiiai avremo la totalità dei punii 
di una retta s se la figura da tagliarsi & com- 
posta di tutto le rette che passano per un punto 
lìsso fuori di 8. Questa figura composta di punii 
sarà detta punteggiata ed s n' è il sostegno. 11 
fascio di raggi e la punteggiata si chiamano an- 
che le forme fondamentali di 1." speeie del piano. 
Con le operazioni della Geometria del piano le 
forme fondamentali si trasformano 1' una nel- 
r altra. 

6. 11 piano può riguardai'si sia costituito da 
punti che da rette. Di qui nasce un Principio di 
derivazione delle figure e delle proposizioni della 
Geometria del piano collo scambio fra loro dei 
due elementi : punto e retta generatori del piano, 
per modo che tanti punti di una retta vengano 
cambiati in altrettante rette passanti per un 
punto. 

Il principio ora esposto sì dice di Dualità o 
delle Figure correlative, perchè dieonsi correla- 
tive due figure o due proposizioni che si otten- 
gano r una dall'ialtra col Principio stesso. 

Sono dunque figure correlative la punteggiata 
ed il fascio di raggi. 11 moltilatero completo — 
cioè la figura composta di un numero qualunque 
n di rette (lati), tre qualunque delle quali non 

passanti per Io stosso punto; e degli ■■■■ : 

punti (vertici) intersezioni di queste rotte a due 
a due — ha per correlativo il poligono completo, 
cioè la figura composta di un numero qualunque 
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n di punti (vertici), tre elei quali non in linea 



gono gli n punti a duo a duo. 

Por n = 4 si ha il quadrilatero completo che 
ha per correlativo il quadrangolo completo. 

Nel quadrilatero si dicono opposti due vertici 
che siano intersezioni di coppie differenti di lati ; 
e dicesi diagonale la congiungento duo vertici 
opposti. Si hanno le definizioni correlativo per il 
quadrangolo; e corno nel quadrilatero si hanno 
tre coppie di vortici opposti e tre diagonali che 
costituiscono il trilatero diagonale così nel qua- 
drangolo si hanno tre coppie di lati opposti e 
tre punti diagonali che ne costituiscono il trian- 
golo diagonale. 

7. In generale so le n rette di un moltila- 
tero completo si assumano in ordine determinato, 
allora esso daranno una figura composta di n 
rette e degli n punti interaezioni della 1." colla 
1", della 2.° colla 3.°... dell'ultima eolla prima. 
Questa figura sarà detta moltilatero semplice od 
ordinario che coincide col poligono semplice od 
ordinario cioè colla figura composta di n punti 
prosi in un ordine determinato e delle n rette 
ohe uniscono il 1.° col 2.", il t." col 3."... l'ul- 
timo col primo. Cosi avremo il quadrilatero o 
quadrangolo semplice; 11 pentilatero o penta- 
gono semplice; Vesalatero o esagono semplice. 

8. Le proposizioni fondamentali del piano 
fra loro correlative sono: 

• Una retta è deierminnta da due qualtin- 
que dei suoi punti. 
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• Un punto è determinato da due quahmqm 
delle rette ehe in esso s' incrocriano. » 



g "È. Relazioni metriche fra segmenti di una retta; 
e fra segmenti di retta e loro proiezioni sopra 
un'altra retta. Coordinate cartesiane. Distanza 
di due punti. 

1. Due punti N, P di una retta u del primo 
ne determinano una porzione finita {segmento) 
che può essere generata dal punto N ehe si move 
sino in P 6 allora la indicheremo con NP; N ne 
sarà Vorigine, P Vesfremo. Indicheremo invece 
con PJV il segmento generato nel senso opposto. 
Nei segmenti di retta havvi dunque a conside- 
rare oltre ehe la grandezza anche la direzione 
cioè il senso del movimento con cui vengono 
generati da un punto mobile sulla retta. So im- 
maginiamo ora un'unità di miattra indicheremo 
anche con PN la misura stessa del segmento PN; 
avvertendo che le misure PJS\ N P sono ritenuti 
numeri opposti, si ha cioè: 

PN-i-NP^o (I) 

onde: 

PX^-.\P M') 

Se quindi siano A,, Ai, A^, ...A„ n punii di ìi- 
hi avrà manifestainenle: 

A,A,-ì-A,A., + A,A, + ... +A,.A,^o i} 
od anche: 

A,A„ = A,A,+A,A, + ... +^„_vi» [iy 
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[a quaìe de. l'espressione di un segmento por 
mezzo di tanti aHri segmenti consecutivi deter- 
minati col mezzo di punti Ai.A-... A„^s, A„-, 
presi comunque sulla retta. 
Per n = S si ha in particolare: 

A,A, = A,A,-+A,A^ , ^ 

A,À, = A,A,-A,A, * ' ' 

che servono a decomporre un segmento nella 
somma o differenza di altri due col mezzo di un 
terzo punto sceUo arbitrariamente sulla retta. 
Per 4 punti A,, A., A-.., A4 si ha in parlieolare: 

A, A, .A,A, + A, A, .A,A^ + A, A, . A,, A, = 0. [ì] 

Basta neir espressione scritta porre: 

A, A, = A,A4 + A^ A, 
A^A, = A,A,-[-A,A, 
A,A^ = A^A, + A,A, 

che per la (1) l' eguaglianza (4) si trova vera. 

2. Assumiamo nel piano un punto S {fig. 1) 
fuori delta retta m. Ogni punto ^V della retta ne 
individua una direzione SN uscente da S; so N 
descrive il segmento NP, SN descrive un seff- 
mento od un angolo piano ordinario {np); ove 
in generale s" intendono indicati per un momento 
con n, p, q ... le direzioni SN, S P, SQ ... dei 
raggi del fascio S determinate dai punti JV, P, 
Q... della retta m e con n'p'q'... indicheranno 
per un momento le direzioni opposte: SN% SF, 
Si)' Quindi al segmento PN corrisponderà 
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8 Geometria analitica del piano. 

V angolo {p n) che si dirà opposto al primo per- 
chè le misure stesse {pn), {np) degli angoli si 
ioteodoranno numeri opposti. Kd avremo in va- 
lore ed in segQO: 

[n p) = {n'p'] j 

{n'p) = [n p) + ^ j (4)' 

[np') = 'n p) + ~ ] 

ritenendosi eguali gli angoli che hanno Io stesso 
lato origine e lo atesso lato estremo perchè per 
tali angoli sono eguali e dello stesso segno le 
relative linee trigonometriche. 

Se immaginiamo nel punto S elevata la per- 
pendicolare al piano saranno positivi gli angoli 
che sono generati da destra a sinistra dell'os- 
servatore ohe guardi il lato generatore essendo 
ritto lungo la perpendicolare innalzata. 

Quando sì debbono considerare gli angoli dì 
una direzione con due direzioni fisse aUora le 
rotazioni che d^nno angoli positivi per l'una di- 
rezione s'intendano dare angoli negativi per 
l'altra. 

3. Proiettare una figura del piano sopra una 
retta significa proiettarla da un punto e poscia 
tagliare colla retta, tìo il centro di proiezione ò 
all' infinito allora si ha una proiezione parallela 
della figura la quale & ohbliqua od ortogonale 
secondo che i raggi proiettanti sono obliqui o 
normali alla retta (asse) su cui si proietta. Se 
A^AiA■i... sono nell'ordine scritto i vertici di 
un poligono semplice e siano A\, A\, A'^... ri- 
spettivamente le loro proiezioni nuXVasse x (11- 
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gura 2) fatte con raggi paralleli all'asse diri- 
gente y; saranno A\ A\, A\ j4', , A\ A't... lo 
proiezioni rispettivamente dei lati A, A,, Ai A,, 
A^A,... e si avrà: 

A\A'.^-\-A'^A\ + . ..-0, 



La somma delle proiezioni parallele dei Itili ' 
a un poligono piano semplice, sopra una rella, 
ì nulla; 



La proiezione di un lato preso in diresiontf 
opposta eguaglia la somma delle 2>roiesioni de- 
gli altri lati. 

Ogni lato (lei poligono soiiiplicc preso in dire- 
zione opposta alia propria si dice risultante de- 
gli^ altri lati, elio ai dicono componenti. 

È chiaro che se nel piano trasportiamo co- 
munque un segmento di retta parallelamente a 
SB stesso e nella propria direzione la sua proie- 
zione sopra un'asso x non cangia e che quindi 
potremo così trasportare quanti si vogliano seg- 
menti dati comunque nel piano in grandezza 
e direzione per modo che il ternane dell' uno 
sia l'origine del susseguente. Unendo quindi 
l'origine del primo col termine dell'ultimo of- 
terremo il segmento risultante di tutti i se- 
guenti dati. 

' (Jui per lato s' intendo la gj ainlnijii dui lalo flU'?<n c\i\i il scg. 
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4. Sia (lìg. f) OX=x la direzione positiva 
di un'asse di proiezione cioè i segmenti ài X 
contati a partire da siano positivi ; e sia F= 
la direzione positiva dell'a 




immaginiamo invece proiettati i segmenti paral- 
lelamente ad X. 

Per le proiezioni su OX, OV dei iali A,A.^, 
A.^ A3 ... di un poligono semplice A, A^ A,,.. . po- 
nendo in "onerale: 



OA'r^ 



OA'\-^y 



essendo A',-, A", le proiezioni, nel modo detto, 
del vertice A, su OX, OY, si avrà in generale: 
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la Xr si dice l'ascissa del vertice A^ e la y,- l'or- 
dinata rispetto agli assi OX, V. 

I due numeri x^, y,. si dicono lo coo-rdinate 
eartesiane del punto A,- relative af/li assi coor- 
dinati OX, or. 

Me i'angolo XO i'= [x i/) ò retto le coordinate 
diconsi rettangole. 

Ogni punto A^ è determinato in modo unico 
dalle sue due coordinate che non sono altro clie 
ie componenti secondo gli assi del segmento OA^. 
Il punto di coordinato nulle è detto Vongine. 

II plano si dice spazio lineare a due dimen- 
sioni di 2" specie perchè ad ogni suo punto 
corrisponde in modo unico una coppia di numeri 
reali (coordinate) che servono a determinare la 
posizione del punto stesso. 

5. Gonducendo (fig, §} da A, Li parallela ad X 
ad incontrare il raggio proiettante A, su X np| 
punto ilj'°', dal triangolo Ai A^ Ai'" si Im siit)ito: 

sen (}/, A, A,) ^ 

A\ sì\_ = A, A, ■■ ^*1^-"- ^ .r, - .r, , 

sen(?/a;) f 



A", A",= A, A; 



seti (•->;, A, A) 



Per le convenzioni fatte sulla descrizione de- 
gli angoli con due direzioni lìsse, le formolo tro- 
vate ci dtlnno evidentemente in segno ed in va- 
lore le proiezioni parallelo del segmento A, Ai 
sull'asse X s sulTasse ì'. Se gli assi X, 
sono ortogonali, si ìia: 
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sen V x) = seti (a: y) = sen y = 1 
e pniieiulo: 

saranno: 

A\ A\ = 1, A^Qos a = (a;, - «,) 1 

(essendo gli angoli a, p comiilemenlari) le proie- 
zioni ortogonali del segmento A, ^^3 sopra OX, 
Y; ed a, p sono in tutti i casi le inclinasioni 
(Iella direzione A, jIs sugli assi OX, (5F rispet- 
tivamente. 

Evidentemente A\ A\j A'\ A'\ non sono altro 
che le eomponenti del segmento A, Ai dirette se- 
condo gli assi OX, or. 

6. Nel caso delle proiezioni paviillele obiiquB 
dal triangolo li A^ A,;/"', ponendo 
(xij) = 'yx) = i.> 
si ha: 

A,A^ = A\A'., * A'\A'\ > 2A',A',.;1", A",cof;<.ì 'R) 
Oli anche: 

forrnola che dà la tlistiuiza di duo punti per 
mezzo delle loro coordinate. 

Per '■'= -„j la (9) diventa: 
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7. Uq punto qualunque P del piauo deter- 
mina (if}\ì' origine degli OX, Tun segmento 
O.P in grandezza e direzione. Dalle formolo ora 
trovate pel segmento A^ A, si ricavano quelle re- 
lative ad OP; ponendo x, = o, p, ^ o essendo al- 
lora x-i, y^ la ascissa o V ordinata relative al 
punto P, cioè le componenti parallele agli assi 
della retta P. 
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HEOMUTIUA DKLLE fOUMK l'DMiAMLMALt 
DI PRIMA SrECIh: 



^ 1. Rapporti anarmonici ed armonici. 

t. l5Ìano A, lì, G, 1) quattro piinLi prubi i;o- 
uiuuqutì iu una rotta ni ilei piano; la funziono 
st'gmontai'ia: 

A_IJ_ ^ A I) 
ITiJ " iVÌ) 
elle s'iadicherà simbolicamente con: 

[A lì CD] 
si dirà il rapporto anarmonico dei 4 punii A, 
B, C, D presi nelP ordine scritto. 

2. Siano a, b, e, d direzioni qiialbivog'liuiio 
di 4 raggi di uq t'ascio di centro al fiuiio la 
funzione 

sen (a e) ^ seii (a </,. 
aen {b e)*sen [b d; 
ulio si indicherà simbolicamente con: 

seu {ah ed] 
non cangia di valore nò di segno ai cangiai'e 
tutte in parte le direzioni dei raggi (formola 3, 
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4, § 2) e sar» detta perciò il rapporto anarmo- 
nico dei 4 raggi a, b, e, d presi nell' oriiine 
scritto; indicaudo con a, b, e, d non più dire- 
zioni ma ì raggi stessi dei ftiacio. Tagliamo eoa 
m il fascio ab ed di centro ad ottenere !u 
punteggiata ABCD (flg, %). 




1 triangoli OAU, OGH, OAD, D B ooudu- 
cendo da la perpendicolare ad AD, diinuo: 

■± volte Mang. ÀC^AO .0 11 = A.OCsqìì. (« e) 
2 volte triang. BC^ li C. 11= B . OC sm(b Cj 
ì volte triang. AV = AD .0 11= A.O Dsen{ad} 
2von6trMns.OBB^BD.Oh = OB, ODseu{bd) 



Hosted by 



Google 



Hi Geometria analitica del piano. 

onde si ricava subito 

{fiBGD) = SQXi{ahcd) (I) 

Dunque il valore del rapporto anarmomeo si 
mantiene il medesimo quando con un'opera- 
zione elementare si passa da una forma fonda- 
mentale di prima specie ad un'altra. 

a questa proprietà è vera anche quando il fa- 
scio di raggi sia composto di raggi paralleli os- 
sia abbia il centro all'infinito poiché per note 
proposizioni di geometria elementare si vede su- 
bito che tagliando il fascio con due rett^ i rap- 
porti anarmoniei delle due punteggiate che si 
ottengono sono eguali. 

3. Basterà perciò considerare i rapporti anar- 
moniei di 4 elementi di una punteggiata poichù 
il rapporto aiiarmonico di 4 elementi di un fa- 
scio eguaglia quello della punteggiata sezione. I 
quattro elementi A, B, C, D li possiamo conce- 
pire in 24 ordini differenti tanti quante sono le 
permutazioni di 4 cose. Avremo così 24 rapporti 
anarmoniei sei dei quali conterranno nei loro sim- 
boli al primo posto la lettera A, sei la 5, sei la C, 
sei la .0; e si otterranno permutando in tutti i 
modi possibili le tre rimanenti. Abbiamo quindi 
4 grappi di sei rapporti anarmoniei; ad ogni rap- 
porto anarmonieo di un gruppo ne corrisponde 
uno ed uno solo in ciascun degli altri tre gruppi 
che ha lo stesso valore del primo; e ciò per le 
seguenti proprietà: 

Un rapporto anarmonieo non cangia di valore 
se nel suo simbolo si permutano fra loro le 
prime due e le tiltime due lettere o si mettano 
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fé prime due al posto dell' ultime due o final' 
mente si pongono le lettere in ordine inverso si 
ha così: 

[ABCD)''iBADC) = :CDAB}^(DCBA}. (il) 

Basta sostituire ai simboli lo loro espressioni per 
verificare le eguaglianze scritte. 

4. Se vogliamo quindi tener conto dei va- 
lori dei 24 rapporti anarmonioì, basterà tener 
conto soltanto dei valori di quelli contenuti in 
uno dei 4 gruppi su nominati: per esempio dei 
sei rapporti in cui, nei loro simboli, A si trova al 
primo posto. Ora i valori di questi sei rapporti 
sono talmente legati fra loro, che dato uno di 
essi sono determinati gli altri cinque. Per veder 
questo basta osservare che il prodotto di due 
rapporti anarmoniei, che nei loro simboli diffe- 
riscono per le ultimo due (od anche lo prime 
duo) lettere permutate, è l'unità, e si dicono re- 
ciproci. Si ha cosi: 

{A E CD] {ABDO = ì. (IH) 

Basta sostituire ai simboli le loro espressioni ohe 
1' eguaglianza si trova verificata. 

Inoltre due rapporti anarmoniei che nei loro 
simboli non differiscono che per le lettere medie 
(od estreme) permutate danno per somma l'unitii 
e si dicono complementari. Così si ha: 

iABCI)]+{AGBD] = l. (IV) 

Sostituendo ai simboli le loro espressioni, ridu- 
cendo allo stesso donominaforo e portando tutto 
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nel primo membro, avuto sempre riguardo alla 
regola dei segni per i segmenti, 1' eguaglianza 
scritta si riduce ad un'identità dimostrata. 
5. Dunque se sia: 

sarà : 

[ABCD]^-- 
(A OBI)) ^Ì-K 

[ADBC]-^ ^-^ 

eguaglianze le quali dimostrano appunto come 
per le (111) e (IV), dato il valore K ài (AB CD), 
siano determinati i valori degli altri cinque rap- 
porti anarmonici elio nel loro simbolo contengono 
al primo posto A. 

6. Osserviamo inollro che un rapporto anar- 
monico {ABC D) acquista i vaiori speciali 0, 1, ao 
se rispettivamente coincidono il l/> col 3." ele- 
mento oppure 11 2." col 4."; se il 1.° col 2." o il 2." 
col 4.°; il 2;" col 3.°; il 1.° col 4.". 

Per quattro punti di una retta si ha che (ABCD) 
diventa un rapporto semplice quando uno dei 
putiti^ por es,, D diventa il punto all'iciinito della 



Hosted by 



Google 



Geometria uìiaHHea del piano. 



retta. Poiché si ha: 
,, „^„ AC AB + }ìD AC AB . 

^'^''''^-liC----BD-—Tra--^ + ' 

e quando D tendo continuamente ad assumere la 
posiziono del punto all'infinilo della retta, che 

indicheremo con oo, il rapporlo - — - tondo allo 
zero ; si ha così: 

Aao _ 

e il rapporto Hnarmoniiìo: 

Del resto quando siano dati tre elementi di 
una forma fondamentale di 1.° specie in un or- 
dine determinato è unico o determinato il 4." ele- 
mento che con quei tre abbia un rapporto anar- 
inonico eguale ad un numero dato. 

Così SQ ABC sono i tre elementi dati di una 
pnntegginf,a e tf un numero dato sarà: 

(A B C \] = A' 
l'equaKiono del problema; od anche; 

-^" 

.1 C ,. 
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Cosi i! problema ù riJotto alla divisione del 
segmento À B in un rapporto A', dato di segno 

di valore; problema che ha una sola soluzione; 
del resto l'equazione (2) si riduce appunto alla: 

A}ì-\-BX=K,BX 

di primo grado rispetto al segmento BX che 
determina il punto richiesto. Fissati i tre punii 
A, B, C variando £■ tra +oo e — oo si hanno i 
vart punii della retta determinati dai valori K dei 
loro rapporti anarmoniei formati coi tre punti ilssi. 

1 ponti A, B, G corrispondono ai valori speciali 
oo, 0, 1 di A' che diconsi anche i valori limiti 
ilei rapporto anarmonico di 4 elementi. 

7. Le relazioni che implicano rapporti anar- 
moniei di 4 elementi di una stessa punteggiata 
valgono per i rapporti anarmoniei di 4 elemenli 
di un fascio. Cosi se a, b, e, d sono quattro 
raggi di un fascio si avrà: 

scn 'a /))sen [cd)-^ sen (^c;son (arf) + ) _ 

+ sen (e a] sen (& d) = 0. ) 

8. Quando il rapporto anarmonico di 4 elo- 
menti di una forma tondaraentale di l.™ specio 
ha il valore — 1, il rapporto si dice armonico e 
la forma si dice puro armonim; oppure i 4 ele- 
menti della forma si dicono costituire un gmppo 
o sistema armonico. Jlasterà anche qui conside- 
rare la punteggiata armonica od il fascio armo- 
nico di raggi. He dunque sia A, H, C, 1) una 
punteggiata armonica sarà: 

{A-BCJJ] = -Ì 
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ed anche : 

cioè so un i-apporlo è armonico lo è puro il suo 
reeiproco. 

Viceversa, se per 4 clemouti di una punlej^- 
giata sia: 

{AHC})) = [HACb), 
cioò il rapporto anaruionico sia eguaio al suo 
reciproco, allora la forma è armouica; perchè dal- 
l' eguaglianza, riducoudo si trova subito; 

[\liCll)^-i. 
La relaziono armonica ó dunune; 



,1 C A ì) 



(VI) 



hi: ^ H]> -" ^'"^ 

■ u- ■ ,- ^^ ^^ V 

e poiché i rapporti - --, , -7-^ sono di segno 

opposto, così ne segue che se C è dentro al seg- 
mento AB, V sai'à fuori viceversa, quindi in 
una forma armonica i primi due elementi se- 
parano gli altri due: non si può cioè, generando 
Is forma in un senso determinato con un ele- 
mento variabile, andare dal 1." al 2." elemento del 
suo simbolo senza incontrare il 3." il 4.°, 

Si dice perciò che i primi due elementi della 
fovma separano armonicamente gli altri due. 
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9, In una forma armonica adunque si pos- 
sono scambiare fra loro i primi due o gli ultimi 
due elementi opijure porre al posto dei primi due 
elementi gli ultimi due senza che la forma cessi 
di essere armonica. Gli elemonll che si possono 
cosi scambiare fra loro si dicono coniugati. Dati 
adunque duo elementi fra loro coniugati di una 
t'orma armonica, è unico e determinato il coniugato 
di un terzo elemento dato rispetto ai primi due 
(vedi n. 4). 

10. Ritornando al rapporto anarmonico di 4 
elementi qualsivogliano Af, , M^, M,, M, di una 
punteggiata m, f^e à un punto fisso di essa e 
si ponga in generale : 

si ha subito : 



{M,MiM,M,) = 



se-i-x, x.,-x. 



e,'.e,x,a:,]. (VI!)' 

Se siano A,, A^, E tre punti fìssi sulla rotta e 
si ponga 

OA,=a, OX^a, OE=e 
si avrà: 



= K..{v=i.,t,-^,!i); 



[A, il, £■,!/,]= ' 
e ponendo per brevità: 

a, [a., - e) - Y - (», - 1} ^ '~ 
fra i numeri x^ e i numeri 7C relativi ad uno 
stesso punto M,- della retta esiste !a relanione; 
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^±}Il = K. u. - 1 ^ 3 4] (Vili) 

oviiieiitemoDte lineare rispetto a ciascuno dei 
iiuraori iPr, Kr. 
Ora se noi nelT espressione: 

KJ^aft) = -|:^:4^ (IX) 

sostituiamo a Kr la sua espressione in Xy data dalia 
(Vili), troviamo che l'espressione {KiKiK,Et} si 
cangia nella (a;, iCj a;, d;,) ossia nel rapporto anar- 
monico dei 4 punii My{r = l, 2, 3, 4). Dunque 
le espressioni i_XiXiXxXf'^,{K,KiKiK4) sono quelle 
del rapporto anarmonico (M, M^MsM,); nelL-easo 
essendo i punti Mr determinati dalie loro di- 
stanze Xr da un punto fisso 0; nel 2." caso dai 
loro rapporti aaarmoniei K^ determinati con tre 
punti fissi A,, A„ E; e la stessa espressione 
(KiKjKaK,) è quella del rapporto anarmonico 
di 4 raggi «,. (r = 1, 2, 3, 4} di un fascio, quando 
i raggi sieno determinati eoi loro rapporti anar- 
monici formati con tre raggi Assi a,, a,, e. 
11. In particolare adunque la relazione: 

X.^ — Xi X-i~ Xi 

dà un gi'uppo armonico di 4 punti: 

La relazione stessa si pone sotto la forma: 
^\^'~ 1^ i'^^ + *al (^= + *') + ^1 *i = 0. (Xj 
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Per essere: 

.■e, — a-i = .-E,, ■ 



-(a-*:) 



dalla (u) si avrà subito: 



-:^i 



__ 1 ^ M 1 1 i , , ., 

E se il puuto iisso kì assume come punto di 
mezzo di duo coniugati, per es., di M,, Mi, sarà 
yri+iCjstO; e l'equazione stessa dà: 



OM, = 0M,= UM,.0M^. (XI; 

In una punteggiata armonica il quadrato della 
metà del segmento dt due coniugali eguaglia il 
prodotto delle distanae degli altri due coniugati 
dal punto medio del segmento dei pi imi due. 

He poi sia a-* — oo cioè Mi '-la il punto lU" io- 
finito della retta m si avrà 



cioè Mi, coniugato del punto all'oc, è il punto di 
mezzo del segmento j)/. Mi degli altri due conju- 
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gati. Quindi tagliando i lati di un angolo piano 
completo 6 delle sue bisettrici con una retta pa- 
rallela a una di queste, si ottiene una punteg- 
giata armonica; opperò anche il fascio delle 4 
rette considerate è armonico. l)a ultimo osser- 
viamo che se x^ — H, 3:^ = 00 l'espressione: 

[X, Xi X^ Xi] = (0 00 ^j X,} = -~ 
e cosi se À', = 0, K, = ixi sarà: 

(/e. a; A". A\) = iO^K, /i,ì = -^ . 



§ 1 Punteggiate e fasci di raggi 
fra loro proiettivi. 

t. Un punto M qualunque di una retta è de- 
terminato dalla misura OM=x della sua distanza 
da un punto fisso dal rapporto anarmonico 
(ij A^ E M) — K, che esso determina con tre punti 
fissi At,Ai,E. Del resto la prima determinazione 
è un caso particolare della seconda, quando il 
punto fisso jI. è il punto all'infinito della retta 
ed il punto £ è il punto alla distanza presa per 
unità di misura delle distanze M. 

Possiamo perciò dire che i punti di una retta 
come i raggi di un fascio sono deteimmati me- 
diante i valori K dei rappoiti anarmonici indi- 
viduati con Ire elementi fissi tih elementi fissi 
sì dicono elementi fondamentali , ogni numeio 
K i> W parametro dell'elemento individuato n 
spetto agli elementi fondamentali as&dntj 
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In ta! modo havvi corrispondenza univoca fra 
i uumeri reali e gli elementi di una forma fon- 
damentale (li 1.^ specie: gli è perciò che quella 
forma si dice anche spazio lineare di 1." specie 
di v/ìia dimensione. 

Per estensione noi diremo immaginari gli ele- 
menti di una forma coiTispondenti a parametri 
immaginari o complessi. Con questa definizione, 
se £^ è il parametro di un elemento dì uua pun- 
teggiata di un fascio di raggi riferiti a tre ele- 
menti fondamentali {'equazione : 

algebrica del grado n in K, a concienti reali, 
possiamo dire rappresentare n elementi di una 
forma fondamentale S 1.' specie tutti o in parte 
reali distinti o coineìdenti oppure immaginari, 
a due a due coniugati; corrispondenti cioè a 
valori immaginari o complessi fra toro coniu- 
gati del parametro. 

Diremo algebrico un gruppo di elementi indi- 
viduali cosi da un'equazione algohrica. Viceversa 
poi un gruppo di un numero finito di elementi 
dati per i loro parametri determina un'equa^one 
algebrica di cui quei parametri sono le radici. 

Un elemento di un gruppo algebrico si dice 
multiplo, se 'corrisponde ad una radice multipla 
dell'equazione algebrica cho lo determina, 

2. Siano adunque Ai,A2,]<l \ pùnti fondamen- 
tali della punteggiata m, ed M un punto di essa, 
il cui parametro K sarà: 
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A, M _ A, M 
A,E ■ A,E 

({uindi essondo p un numoro arbitrario e po- 
nendo : 

A.JI A,M 



i uumeri Xr {r = 1, S) proporzionali alie distanze 
Al M, A, Jf rispettivamente misurate coll'uuità A,E, 

A, E e i\ euì rapporto — '- vale il parametro K del 

punto M, saranno detti le coordinale omogenee 
dell'elemento M. In sostanza le coordinate omo- 
genee di un elemento non sono altro che due 
numeri tali, che il loro quoziente è il parametro 
dell'elemento. Assumendo ad arbitrio uno dei 
numeri x,., allora per ogni parametro K di un 
punto resta determinata la costante p di pro[)or- 
zionaiità che determina l'altro numero. Per ogni 
valore della costante p di proporzionalità sono 
pure determinati ì numeri slessi x,-; e cosi in 
particolare per p = l. 

I punti fondamentali A„ A^, E ì cui parametri 
sono rispettivamente cx>, o, 1 hanno per coor- 
dinato lo coppie dì numeri: 

A, A, A, A, 

^ A,E ' "' "' ^ ^IT' ^' ^' 
os-^ia possiamo dire: 

1, o; 0, ì; 1, l 
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Il punto CoQ (lamentai e E di coordinate eguali 
di parametro 1 si dice il punto unità. 

3. Similmente siano a,, «j, e i raggi fonda- 




nioiiUli del fuacio H di raggi ([ìg. 1) e /_ 
ruiiiolro del raggio m, sia eioÈ: 



>eii [b, flje Jtt) = 



(«a »l() 
Q{«ie) 



Q («1 m) 



proiettando ortogonalmente i punti iìssi j1, , /li 
lil ffl;, «1 nspettivamonto su e ed m e diec^- 
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(ione J?j, Fj,; M,, M, le proiezioni; ponendo: 



Ri ha subito: 

seo (flj m) 
sen (ctj e) 

quincli ponoiido: 



sen («I m] _ 
sen {it, e) 



son («2 ( 



l.= 



Q («1 e) 



saranno ;,()■ = 1, 2) le coordinale omogenee del 
raggio m; e sono numeri proporzionali alle di- 
stanze 8 8 che i punti lissi À A, hanno dal 
raggio m rispettivamente misurate colle distanze 
che quei punti stessi hanno dal raggio e, che ò 
il raggio unita peiohe il suo parametro è 1 e le 
sue coordinate sono pgmli e si possono sup- 
porre l unita 

È bene iitenore che una equazione algebrica 
di grado qualunque nel paiimetto si cangia in 
uw'equaMone omogenea dello sfesso grado nelle 
coordinate 

4, Sia X li parametro di un elemento cor- 
rente {El) di una foima fondamentale di 1.' spe- 
cie, cioè li un elemento (Ei) destinato a pren- 
dere le \arie i.osi?ioni legli elementi della forma, 
e lA il parameli 1 di un elemento rorrenLe (E^) 
di un'altia ioima fondamentale di i." specie che 
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potrebbe anche eoincideve colla prima; e ponia- 
mo fra i parametri X, [i una reiasione lineare 
Hspetto a ciascun parametro, ossia l'un para- 
metro sia espresso per il quoziente di due fun- 
zioni lineari dell'altro, sia cioè: 

X= ''-"^ + ''" , (Ili) 

ove le fl,s sono (iiiinliU uali ail itrarìaineuLc 
date ed il (Ictniiniaantp 



' H ri |-^ 
Allora, senza ooct/ione ogni elemento (Ex) del- 
l'una forma detentiLni un elemento (Ey) dell'al- 
tra; e viceversa 

Gli olemonti delle due lotme che cosi si do- 
terminano reciprocamente si diranno corrispon- 
denti e le due (orme stessu sj diranno proiettive 
riferite fra loro proiettit amente oppure in cor- 
rispondenza lineai i 

Chiamando A„ I ekmento recipioto di a„ nel 
determinante « si avrà reciprocamente: 

5. La corrispondenza proiettiva è dunque de- 
terminata da tre coppie di elementi corrispon- 
denti; poiché dati i parametri di tre coppie di 
elementi che debbono essere corrispondenti IVa 
loro in due forme proiettive, restano deterioinali 
evidentemente in modo unico i rapporti di tre 
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delle quantità a„ alia rimanente: rapporti che 
servono adunque a determinare cosi la richiesta 
relazione di proiettìvità. Ma di più per ciò che 
abbiamo detto nel % I, risulta subito: 

In due forme proiettive il rapporto anarmo- 
nieo di quattro elementi delVima forma eguaglia 
quello dei corrispondenti neW altra. 

Viceversa poi se fra due forme si abbia una 
corrispondenza univoca tale, che il rapporto anar- 
monico di 4 elomenti dell' una eguagli quello 
dei coiTÌspoudenti nell'altra, le due forme sono 
in corrispondenza proiettiva. Giacche se pren- 
diamo tre elementi dell'una e i corrispondenti 
dell'altra; indi un elemento corrente della prima 
e il suo corrispondente nella %.', dovendo essere 
eguali i rapporti anarmonici delle due quaderne 
prese di elementi, no risulta una relazione li- 
neare rispetto a ciascuno dei parametri degli 
elementi eorì'enii. 
6. Sia ora: 

cioè siano \, \ lo coordinato omogeneo dell'eie- 
mento {£>) e i^i , i*a quelle di {E.^). Lo relazioni 
di proiettìvità saranno: 

od anche essendo p, p' costanti arbitrarie, cia- 
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scuna equazione si può scindere in 
prima nelle: 


due cioè la 




i (iv, 


la seconda nelle: 






; <n7 



ciascuna coppia delle equazioni scritte potrà rap- 
presentarne la proiettività data dalla sola (III) o 

(HI)'. 

Viceversa poi se gli elementi di duo forme fon- 
damentali sono tali che le coordinate omogenee 
di un elemento corrente dell'una forma sono 
proporzionali a funzioni lineari omogenee delle 
coordinate di un elemento dell'altra, io due formo 
sono proiettive porche i! parametro dell'elemento 
dell'una si esprime pel quoziente di due l'unzioni 
lineari del parametro del corrispondente elemento 
dell' altra. 

Per le forme di 4 elementi risulta subito che 
sono proiettive se sono eguali i loro rapporti 
anarmoniei; e quindi: 

Due forme armoniche sono proiettive. 

7. È facile vedere come da tre clementi di 
una forma fondamentale si passi con un numero 
finito di operazioni elementari a tre fissati ele- 
menti dell'altra o della forma stessa: e allora, 
avuto riguardo a guanto si è detto nel primo 
capitolo, risulta ancora che quando dite forme 
si deducono V uiin dall'altra elemento pei- eie- 
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mento con un numero finito di operazioni le due 
forme sono proiettive; e viceversa: se due forme 
sono in corrispondenza lineare ai deducono l'una 
dall' altro elemento per elemento con un numero 
finito di operazioni; e ciò in un numero infi- 
nito di modi (y. Manuale Geometria Projetliva). 
È beae anche osservare che la proiettività di 
due forme non dipende dalla loro posizione scam- 
bievole nel piano ma bensì da quella dogli ele- 
menti in ciascuna forma; cosicché ammettendo 
il Principio del^ invariabilità delle forme, due 
forme proiettive si possono trasportare comunque 
nel piano senza che cessino di essere tali. 



g 3, Forme proiettive sovrapposte. 
Trasformazione degli elementi fondamentali. 

1. Supponiamo che gli elementi correnti [E-)}., 
(Ep) appartengono ad una stessa forma: in altri 
termini supponiamo di riferire proiettivamente a 
sé stessa uuk forma fondamentale, o come anctio 
si suol dire, consideriamo due forme fondamen- 
tali sovrapposte e proiettive. 

Allora i, \>. possono essere parametri presi ri- 
spetto agli stessi elomenti fondamentali; epperò 
r equazione quadratica in "k: 

fljj X^ + X (cijj — a,,} — «12 — (V) 

ha per radici i parametri X di elementi che coin- 
cidono eoi loro corrispondenti, elementi che si 
dicono uniti, dunque: 
In due forme proiettive sovrapposte vi sono 
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due elementi uniti reali distinti o coincidenti 
oppure immaginari coniugati. 

Se ve ne fossero tre l'equazione (V) dovrebbe 
essere un'identità; cioè si dovrebbe avere: 

epperò l'equazione delle proiettività si ridur- 
rebbe a: 



le duo forme sarebbero allora congruenti; cioè 
si avrebbe una sola l'orma fondamentale gene- 
rata da un suo elomento variabile; perchè ogni 
elemento coinciderebbe col suo corrispondente. 
Se per equazioni della proiettività assumiamo 
le {IV) in coordinate omogenee, allora si vede 
subito che roquaaiono quadratica in p: 

I " ^ "'' =0 (Vi; 

I a„ «s. - p I , 

ha per radici i valori di p a cui corrispondono 
le coordinato degli elementi uniti delle due forme 
proiettive; poiché per ciascuno di quei valori dì p 
le equazioni (IV) sono soddisfatte da uno stesso 

valore del parametro -— - 
11 discriminante della (V) cioè l'espressione: 

i =(rt22— «,l)= + 4«s, fl,j 

è appunto anche il discriminante della (VI); se- 
condo che: 
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gli elementi uniti saranno rispettivamente reali 
distinti coincidenti; od immaginari coniugati. 
Segue subito che l'equazione: 



'■ + K 



(VII) 



rappresenta due forme proiettive sovrapposte in 
cui gli elementi uniti coincidono in un solo, che 
si è preso per punto fondamentale A^ ossia per 
punto di parametro X = o. 

Negli altri casi se indichiamo con e, / le ra- 
dici dell'equazione quadratica (V) si avrà: 

essendo >, [j-; X', |i' i parametri di due coppie di 
clementi corrispondenti, ed avuto riguardo all'e- 
spresfiioni dei simboli (eflV), (ef <>■>>■'] già ad- 
dottati. Dall'ultima si ricava: 

{efX^) = {efVv'y, 

ed estendendo la deHnizione di rapporto anarrao- 
nico anche nel caso che gli elementi siano im- 
maginari, possiamo dire: 

In due forme proiettive sovrapposte ad ele- 
menti uniti distinti (reali o immaginar! coniu- 
gati) il rapporto anarmonieo formato dagli ele- 
menti uniti e da due corrispondenti è costante. 

Viceversa so duo elomenti di una forma fon- 
damentale variano in modo che Jl rapporto anar- 
monieo da essi determÌDato con due elementi 
fissi sia costante, allora quegli eletnonti descri- 
vono due forme proiettive sovrapposte di cui 
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costituiscono in ciascuna posizione una coppia 
di elementi corrispondenti. 

2. Consideriamo ancora due forme proiettive 
sovrapposte qualsi vogliano riferite agli stossi ele- 
menti fondamentali (E«) (E„) (EJ. Ai tre elementi 
stessi considerati come tre posizioni differenti 
dell'elemento corrente (E^) corrisponderanno tre 
elementi [E,) che indicheremo con (E^""), (fi,"")- 
(£i'"'). Ora se (E-.) (Ep) sono elementi corrispon- 
denti avremo che ii rapporto anarmonico dei 4 
elementi: 

(£»), (E.), {E,}, {E,) 

eguaglia il rapporto anarmonico dei 4 elementi: 

{E^n {Eo'^\ (E.'"i), (&). 

Ma il primo rapporto Enarmonico ha per va- 
lore il parametro n dell'Elemento {E^) rispetto 
agli elementi fondamentali dati; quindi j* è il 
parametro dell'elemento (E)) quando si assumano 
per nuovi elementi fondamentali di parametri 
00,0, i gli elementi: (B»'"'). (S"'°'). (^i'°'3- In una 
parola adunque le relazioni di proiettività sono 
anche quelle che servono a passare da un sistema 
ad un'altro sistema di parametri o di coordinate 
cangiando gli elementi fondamentali in altri tre 
elementi presi ad arbitrio sulla forma. 
3. Ponendo per brevità: 

«11 — a, («a — e) «12 = — [«I — e) «j 
«21 = o, — e «25 - — («1 — e) 

allora la relazione: 

«11 K + a,. 
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serve a passare dai parametri x dei punti di una 
retta riferiti ad un' origine 0, ai parametri K 
degli elementi stessi riferiti a tre punti fonda- 
mentali ^1, Ai, E ì cui parametri x rispetto ad 
sono «1, Ih, e rispettivamente. 

Cbianiando quindi yi, yì\ zi, z^ le coordinate 
omogenee degli elementi di parametri K^, Ki ri- 
spetto ai tre elementi fondamentali jÌ,, à^, E e 
chiamando oo^, ooj le coordinate omogeneo del 
punto all'infinito della punteggiata cioè essendo: 

1 _ 1 

il segmento MiM^ dei punti Mi, Mi, dei parame- 
tri iTi , ^i sarà dato dalia formola : 

M. if. = _Ì!A-J ». <lii!„- ililL (YII) 

per mezzo dello coordinate omogenee dei suoi 
'estremi Mi, M^ e di quantità costanti dipendenti 
dalla scelta dei tre punti fondamentali. 

4. Consideriamo ora in particolare due fasci 
proiettivi di raggi. Siano «1, a^, e gli elementi 
fondamentali dell'uQ fascio di centro S e /_ il 
parametro del raggio corrente x di coordinate 
il, ?3. Osserviamo che essendo: 

sen '(«1 ■«,) = {sen {ea^ — e «1)}' 
si avrà: 

sen \ai «J = 
sen \a e) + sen \ai e]~% seE{a, e) sen {a-, e) eos (a, a^). 

) quindi i, ■r^^ le coordinate di un altro 
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raptgio y del fascio e ponendo in generale: 

S6n^(ase)Si**sen''(aie)^2'-2^, 5sEen(aie;s6n(«ie}cos{«i«2; 
avremo: 



^'-^(X) 



sen(ttiaJs6nfc/,e)sei]fa5e1[iiC2- 

che foraisce il seno dell'angolo delle direzioni 
X, y per mezzo delle loro coordinate e di quan- 
tità costanti relative agli elomenti fondamontali. 
E si trova subito : 



e quindi: 

senio, ff.j)sen(0|e)sen((Jse)(v]i^5-5i5-i) 



ll'^Ke)?,K,*Een=(o,s)|gv,5-U,-'ìa-ra-n.).sen(o,e)sen(oae)co5(a,a,) ) 
È ovvia la riduzione delle formole trovate nel 



sen («1 «,) = 1, e sen (o, m) = cos («a m) perchò 
(fli m) e (fls m) sooo angoli complementari. 

5. Considerando la posiaione scambievole dei 
raggi corrispondenti di duo fasci proiettivi li 
potremo sempre supporre concentrici; cioè ba- 
sterà considerare ìi caso di due fasci proiettivi 
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sovrapposti e riferiti quindi agli stessi elementi 
fondamentali. Risulta subito allora dalla (XII): 

Se dwe fasci si corrispondono in modo che i 
raggi corrispondenti formino un angolo costante 
i due fasci sono proiel/ivi; ed anehe: 

I lati di tm angolo completo che nel piano ruota 
comunque intorno al suo vertice seno raggi cor- 
rispondenti in due fasci proiettìvi generati dai 
lati dell' angolo che ruota. Gli elementi uniti 
qualunque sia l'angolo rotante sono sempre gli 
stessi e sono quindi anche i raggi uniti immagi- 
nari coniugati, dei due fasci proiettivi generati 
dalla rotazione di un angolo retto e rappresen- 
tati dall'equazione: 

H{^v)}^o. (XIIi; 

I raggi uniti sono appunto immaginari perchè 
il disGriminaute dell'equaKÌone quadratica; 
I[\ÌVj=o 



[a, e) son '{a^ e) " son * {a, ai) 



quantità negj 

6. Sia ancora: 



la rolaKÌono di proiettività di due forme sovrap- 
poste e riferite agli stessi elementi fondamentali, 
yi ricava reciprocamente: 

__ — «22 X + (7,3 
«21 >■ — «11 
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onde se sia; 

«i: + «ss = 
e quindi la relazione fra X, ^ della forma: 

fl, X II + tti (^ + [j,) + «j — t» (I) 

simmetrica rispetto a X, [j, allora abbiamo la pro- 
prietà ohe ad un elemento sia considerato appar- 
tenente alla forma descritta da {E\) che da (£^) 
corrisponde sempre il medesimo elemento, lu tal 
caso particolare la corrispondenza fra gli ele- 
menti delle due forme proiettive si dice involu- 
toria oppure si dice che le due forme sono in 
involuzione; oppure che si ha un'involuzione di 
punti di raggi secondo che le forme sono 
punteggiate o fasci di raggi. 

Duo elementi eorrispo udenti si dicono coniu- 
gati. — Gli elementi uniti si dicono elementi 
doppi. — Così un angolo retto rotando intorno 
al suo vertice genera un' involuzione di raggi 
essendo appunto coniugati due raggi ad angolo 
retto, perchè l'equazione della proiettività: 

è simmetrica rispetto alle coordinate ed ai para- 
metri: 

«2 -la 

Nella (I) vi sono due eoeffÌGienU distinti quindi: 
due coppie di elementi coniugati determinano 

un'involuzione. . 

Od anche le involuzioni appartenenti ad una 
stessa forma costituiscono una serie lineare dop- 
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piamente infinita. Due qualunque delle involu- 
zìodì della serie hanno una eoppia di elementi 
coniugati reali distinti o coincidenti oppure im- 
maginari in comune. Infatti se: 



a'„ A n + a'i (1 + I*} + a\ = o [1}' 

è r equazione di un' altra involuKione della forma 
a cui appartiene la prima, allora possiamo consi- 
derare nelle (1), (I)', X ji, > + [i come due incognito 
e ne troveremo valori determinati in funzione dei 
coelBcienti a^, a' (r = o,l,2). Scrìvendo quindi 
l'equazione di 2." grado per cui il prodotto e la 
somma delle radici abbiano per valori l'espres- 
sioni trovate di X [t, X + [a, questa ci darà per ra- 
dici i valori richiesti dei parametri degli cìe- 
menfcl coniugati comuni. 
In particolare risulta adunque che: 
Ogni involuzione di raggi contiene una cop- 
pia di raggi coniugati ad angolo retto e coincide 
colf inmlusione di angoli retti se ne contiene 
due coppie. 

7. Se siano X', |j.' i parametri degli elementi 
doppi dell'involuzione data dalla (I), nella quale 
i, |j. sono parametri di due elementi coniugati, 
avremo : 

(XfV ,')=_!. („) 

Ora V, [I.' sono le radici dell'equazione qua- 
dratica : 

«0 ic" + 2 «1 a; + «2 ^ (ì 
quindi: 

X' -f- n' = — 2 fli X' [x' = «2 
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epperò la relazione (a) diventa: 

„^>.a + ai(X + u.) + f/„ = (. 

che ò quello iloll' involuzione; dunque: 

In un'involuzione i due elementi doppi sono 
divisi armonicamente da due elementi coniugati. 
8. Le equazioni: 

«^''1 = Bo «= + a, a; + Ha — (1) 

p^"i = p„x= + p, a; + p3 — (2) 

riferito a tre elementi foiidamentaH rapprosoo- 
taoo ciascuna un gruppo algebrico di duo ele- 
menti di una forma fondamentale di 1» specie; e 
r equazione: 

«.'=' + P^'" = « (IH) 

per o^ni valore di o rappresenta una nuova 
coppia; e variando p da — oo a + oc abbiamo una 
serie semplìeeraonte infinita di gruppi a cui ap- 
partengoDO i due primi. Ora se siano X, [*. le ra- 
dici della (HI) e li, |i,, \, [>2. lo radici Jella (1) 
(2] si avrà: 

', y- [>■ >' + 1-^ i 

j >-, :'i \ + \H 1 

\\\'^ \ + \\ 1 

Per vedere ciò basta sostituire in luogo della 
somma e del prodotto delle radici i loro valori 
formati io coefficienti dell' equazioni quadratiche 
considerate. Dunque: 

L' equazione (111) rappresenta al variare di p 
da —oo a -r-xi un'involuzione di punti o di 
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raggi formata dalle coppie di elementi eonnt- 
gati dati dalle (HI) e determinata dalle due cop- 
pie di elementi coniugati dati dalle (1) e (2). 

Quando l'equazione dell'involuzione si prende 
sotto la forma (III) gli elementi doppi sono dati 
dall' uguagli are a zero il discriminante della (111), 
cioè dalla: 

("i + p h'f - 4 («p + p %) {"-2 + ? PO = 

perchè in tal modo si ottengono per p due va- 
lori che danno due gruppi di punti coniugati. 
ciascuno dei quali consla di due elementi coin- 
cidenti determinati dalla radice doppia della 
corrispondente equazione quadratica (111). 

9. Da ultimo, per ciò che segue, è necessa- 
rio osservare cho nel piano un fascio ed una pun- 
teggiata possono essere riferiti ad elementi fon- 
damentali tuli, che la relaziono: 

iC| E, + iCs ?a = 

lineare omogenea nella coordinate Xr di un punto 
X ?,■ di un raggio x esprima la coudizione per- 
chè il punto giaccia sul raggio. Infatti se A^, À^, E 
sono i punti fondamentali basterà prendere per 
raggi fondamentali ai , a.^ , e rispettivamente 
quelli che proiettano A^, Ai ed il punto W con- 
iugato armonico di E rispetto ad ^, , À.^. Intatti 
pur l'ipotesi fatta sarà: 

(^,4 ££') = -!, 
ed: 
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sen («1 a^ e x) = - ~ = {A^ A^ E' X) 
quiotli essendo: 

[A^ A, E E') [A, A^ EX'. = [A, ^ £' Z' = - — 
sarà: 

e quindi la relazione richiesta. 
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CAPITOLO III. 



TRASFORMAZIONI LINEARI DEL PIANO 
IN SÉ STESSO. - OMOGRAFIA. - RECIPROCITÀ 



5 1. Coordinate omogenee projettive. 



1. Abbiamo già visto che la posizione di un 
punto dol piano è determinata quando ne siano 
date le relativo coordinate cartesiane x, y; o per- 
chè adunque 1 vari punti dol piiino sono deter- 
minati dallo coppie di valori attrihuiti a due va- 
riabili reali x, y ciascuna delle quali varia da 
— oo a -foo, il piano si dice spazio a due di- 
mensioni; ed inoltre lineare perchè, senza eeco- 
zione, ad ogni coppia' di valori delle x, y corri- 
sponde un unico punto che varia a! variare delle 
coppie di valori attribuiti alle variabili stesse x,y. 

2. La determinazione dei punti del piano coi 
mozzo delle relative coordinate cartesiane non è 
altro che un caso particolare di quella che noi 
andiamo ora ad esporre, 

Perciò siano A,, A^, A, i vortici di un trian- 
golo del piano ed E un punto non situato sopra 
alcuno dei lati del triangolo. Proiettiamo da A„ 
A.;, Aj il punto E rispettivamente sui lati A^As, 
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AiÀ^, A,Ài e siano E^, E^, Ei le proiezioni no- 
minate (fig. 5). 

Siano inoltre £',, E'-,, E't i coniugati armonici 
di E,, E-i, E3 rispalto alle coppie À^, A,; Ai, A^, 
j1i, A^ rispe Iti pam ente. Avremo: 

[A, A, E: E,) = {A, 1, E, E',) = (A. A, E, E\) = - 1 

e di pili io dico che E',, E\, E\ sono in una 
stessa retta. Infatti il fascio formato dalle 4 rette 
E', A3, E\A,, E'iEi, E\E's è armonico; dnnquo 
dalla rotta A^A, deve essere tagliato in una pun- 
teggiata armonica; dunque il raggio B'iff, deve 
passare per il punto E\ coniugato armonico di 
E.^ rispetto ad .A,, A^. Così per ogni punto E del 
piano resta deterraioata una retta e dato il trian- 
golo At Ai A3, ti viceversa poi è chiaro che ia 
retta e determina in modo unico il punto E. 
Gli elementi E, e, che si determinano reciproca- 
mente in tal modo, si dicono elementi polari fra 
loro rispetto al triangolo AiA^A^. 

3. Immaginiamo ora un altro punto P qualun- 
que del piano, siano P.. [r = 1,2, 3) i punti ana- 
loghi ai punti Er, p una retta passante per P, P', 
i punti di p analogati ai punti fiV di e. 
Se noi immaginiarao la ratta EP ù ì punti: 

JV(r- 1,2,3) 

ove tal retta sega rispettivamente i lati: 

I5 Al = Oi I3 A, = «j A, 1, — «3 , 

del triangolo : 

A, A^Aj — a, aiUi, 
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ponendo: 

A,P = p,, A,P = p,, À,P = p, 
od indicando con: 

A,(A,A,EP] A,{A,A,EP) A,{A,A,EP) 
i rapporti anarraonici doi fafici stessi: 
A, A,, A, A,, A,E, A,P; 
^A,, A, A,, A, E, A,P; 
A, A,, A, A,, A, E, I3-P; 
avremo: 
A, {A, A,EP)^ [A, A, E, P,) = [A', A', EP) = E, 
A, (Ì3 A,EP)= M, A, E, Pj = {A\ A\ EP) = K, 
A, [A, A,EP]^ [A, A, £, PJ - {A', A\ EP] = K,; 
e quindi: 

[A A, E,P,K(A, A, E,P,).(A, A, E,P..) = 
{A',A\E P).{A',A\E P).{A'-,A\E P)-= 

Potremo quindi porre : 

K, = — A\ = ^■'- R\ ^ .^ (a) 

Xi - X, .r. 

Dei tre rapporti A', (r = 1, 2, 3) dati due, il terzo 
è determinato in modo unico. 

Da ciò è cliiaro che dati nel piano i punti A,, A.^, 
Ai, E rosta allora determinato un punto, quando 
siano dati duo dei rapporti 7i',, ossia quando sia 
data una terna x,, x._, Xi di numeri eoi quali si 
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formano per !o (a) i rapporti stessi. Tutte le 
terne x'r di numeri per cui sia: 

danno gli stessi rapporti e quindi individuano lo 
stesso punto. I numeri a;,, ed ogni terna di nu- 
meri icV saranno le coordinate omogenee pro- 
iettive del punto P da esse determinato rispetto 
ai punti fondamentali A,,A2,Ai,E. Quando il 
punto P coincide con E si lia: 



ff 1 = ir, = ^3 - 1 



6 quindi: 



ed E si dice il punto unità del sistema di coor- 
dinate. So il punto P cade rispettivamente sulle 
rette 



si avrà 

A'j = aa Ks^o e quindi a.\ = o j 
74 = oo J\\ = o e quindi iSj = o > [b) 
K, =Loo K~ — o e perciò X3 = o ] 
Cosi per un punto fondamentale due delle coor- 
dinate soQO nulle, 1" altra non nulla, e la pos- 
siamo supporre = 1. 

4. Possiamo dare alle coordinato jCr di un 
punto P un signìflcato geometrico analogo a 
quello dato per le coordinate degli elementi delle 
forme fondamentali di 1.' specie; cioè lo Xr sono 
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numeri proporzionali a rapporti di distanze. Ed 
infatti se indichiamo con e,-, p, rispettivamente 
lo rette: 



avremo : 




[Al A2 Eì P3) = sen [a-i a, ei Ps) 



ove le er sono le distanze del punto E rispetti- 
vamente dai lati ai, Oj, «s del triangolo fonda- 
mentale A,, Al, A3; od anche pili generalmente, 
le er sono lo lunghezze dei segmenti intercetti 
dai lati ftr sn tre rette uscenti da E; e le dy sono 
le disianze di P dai lati a^, oppure le lunghezze 
dei segmenti intercetti dai iati Or sopra tre rette 
uscenti da P e parallele alle tre rette fisse uscenti 
da E. 

5. Una retta p (flg. 3) determina nel piano le 
tre punteggiate: 

a,{a,a3ep) = A3AiE\ P\ 

a,(a,a,ep) = A,A,E',P', 

«3 («1 a2ep] = A^ j1i E' a P', . 

Se dal punto eomuno ad e, p proiettiamo ì 
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punti Ay otterremo cinque rette; 

e, p, 0^ = «',(r--= 1,2,3) 



sen(«'i 


.a'^ep) 




a (a'i o'j ep) . seE 


i'a\t 


e quind 


i anche 












(Aa>E',F,: 


ìlA, 


A, e.. 


.p.;\ 


'.A, A, 


E',1 


epperò 


ponendo: 














(A, 


., A, E', 


Pù 


-h, 








(J, 


A, E',. 


.p.) 


= h. 








(J. 


,A,E'-, 


,F.l 


= ». 




ed esse 


odo: 




h,h. 




1 




si potrà porre: 














*,=! 




h,= 




*. 


"X, 



Ogni retta del piano individua i tre rapporti 
anarmonici hr di cui due solo sono indipendenti 
ed uno di essi è determinato in modo unico dati 
^lì altri due. Viceversa dunque, rispetto alle rette 
fondamentali a,, a,, «j, e, una retta del piano è 
individuata quando siano dati due dei rapporti 
hr oppure una terna di numeri l,, Zi, L, i cui 
rapporti danno nei modo indicato i rapporti anar- 
monici hr. Tutti i numeri l'r per cui sia: 

;',. = pir(r =: i, 2, 3, p numero arbitrario) 

determinano la stessa retta e i numeri ?V si di- 
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ranno le coordinato omogenee proiettive della 
retta da essi delermioaia. 

Se la retta da determinarsi passa rispettiva- 
mente per i vertici A,, A?, Aa si ha; 

h^- oc hs = 1,^0 
/tj = oo h,~o ?[ = 



Se la retta coincide colla retta fondamentale e, 
si ha: 

A, = A, = Aa =. 1 
e quindi: 

egli è perciò che e dicesi la retta unità. Cosi 
per una retta fondamentale due delle coordioate 
sono nulle; la terza si può .sopporre —1. 

Se indichiamo con e^ [»' = 1, 2, 3) le distanze dai 
vertici Ar[r = i,2,S) alla retta e con S^ le di- 
stanze analoghe alla retta p si avrà subito: 

onde possiamo supporre: 



Più generalmente poi le quantità S^ possono 
essere le misure delle porzioni di rette fra loro 
parallele uscenti dai vertici A, e terminate alla 
retta p; e le e^ sono le misure di tre segmenti 
analoghi per la retta e. Quindi le ?,. sono numeri 
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proporzionali a rapporti di distanze prose nel 
modo ora dichiarato. 

6. Per UQ punto P di coordinate: 

a.v ()■ = !, 2, 3) 
ed una rotta p dì coordinate: 

;.(r=l,2,3) 
si avrà dunque: 

(^ A, E\ £,) {Al A, E\ P\] = [A, A^ E, F,] = -f 



(A,A,E', E,) (A, A, E',F,) = {A, A, E, F,) - - f 
6 quindi: 

{A, A, E, P,] {A^ Al E, Fy) ^ (A, A^ P, F,) = - -^^ ■ 
[A, A, E, P,] (A, A, E, P;, = [A, A, P, I\) = - -^ 

«sii 

e se i* è un punto della retta p (&g. 5) allora 
le punteggiate: 

A^, A,, P„ Fs; A„ F, A„ F, 
sono sezioni di uno stosso fascio, onde: 
(A,A,P,F,) = {A,P,A,F,) 
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e quimli: 

Xi 5i Xs I3 

otìile: 

x,Ì,+xA,+a:,\,^o. (I) 

Abbiamo in tal modo la relaziono che dove 
aver luogo fra le coordinate di un punto e di 
una retta quando il punto giace suUa retta. So 
teniamo fisse le l^ facciamo variare le x^ a sod- 
disfare alla (I) avremo i varii punti di una stessa 
rotta; e per ciò si dice allora che la (!) rappre- 
senta la reità di coordinate ?.-. Se invece te- 
niamo fìsse le Xr e facciamo variare le ?r a sod- 
disfare alla (I) allora avremo le varie rette che 
passano per il punto Asso di coordinate x,: e 
perciò si dice allora die la (l) rappresenta come 
inviluppo il punto di coordinate Xr', perchè colla 
(I) si viene a determinare quel punto come in- 
tersezione delle varie rette che in esso si incro- 
ciano, 

7. Da quanto precede risulta adunque che due 
numeri determinano sia una retta che un punto 
del piano; e viceversa ad ogni punto ad ogni 
retta del piano corrispondono due determinati ed 
unici numeri. Gli è perciò che il piano sia com- 
posto dei suoi punti che delle sue rotte si dice 
spasio lineare a due dimensioni; mentre la retta 
ed il fascio di raggi sono nel piano spami li- 
neari ad una dimensione di !■ specie perché 
ad ogni loro elemento corrisponde uno ed uu 
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solo numero. In generale sì chiama curva (o li- 
nea) od inviluppo, ed ia una parola spazio ad 
una dimensione o di 1' specie^ oj^ni spazio co- 
stituito dai punti dalle retto del piano i cui 
duo parametri iodipendenti sono legati da una 
relazione costante. 

10 tutti i casi la relazione data fra i parametri 
è Vequamone rappresentatrice della curva o del- 
l'inviluppo. La curva o l'inviluppo si dice alge- 
brico se tale ne 6 l'equazione rappresentatrice. 
1/ equazione di uno spazio algebrico del piano 
non è altro adunque che uoa relazione algebrica 
di un certo grado m nei parametri; 

e quindi non è altro che una ordinaria equazione 
omogenea del grado n nelle coordinate x, di un 
punto nelle \r di una retta. 

11 più semplice esempio di curva algebrica è 
quindi la retta; il punto-inviluppo è il più sem- 
plice esempio di inviluppo algebrico. 

L'equazioni : 

Xr = o(r = 1,2, 3) 
rappresentano le rette fondamentali: 

«.(?■- 1,2, 3) 
e l'equazione: 

t-o(r= 1,2,3) 
rappresentano come inviluppi i punti fondamen- 
tali: 

il, (r- 1,2,3). 
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L'equazioni: 


X,+Xi-^X-, = 


E, + !. + 5. = 


rappresentano rispettivamente il pmtio e la retta 
unità. 

8. Per lo coordinate delia retta all'infinito 
del piano avremo: 


i, A,E\ A, E, \ 

E, " A, e; a, e, 




5. A,E1, A, E. \ 
!, A..E', A, E, 


(«) 


-, A, E, A, E, ' 
5, il,*', A, E, 1 





Siano ora x,, Xi, x^ le coordinate di un punto 
all'ìnflcito del piano, essendo quindi Pi, Pi, Pt 
i punti ove tre rette fra loro parallele condotte 
per i vertici A, [r = 1, 2, 3) sef^ano rispettiva- 
mente i lati opposti del Iriangolo Jl, jI^ A^. Avremo 
in particolare: 

{A,A,E,P,) = -^ 



i quindi: 

JifL - _ ^'^' Ji£; _ _ ^3 -^j 
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A, P. - A, A, 

'' Ka, 



-1. 



Di qui risulta di nuovo che collMpotesi fatte i 
punti all'infinito del piano giacciono appunto in 
una retta cioè in uno spazio lineare ad una di- 
mensione; lo coordinate di tale retta hanno fra 
loro i rapporti definiti dalle (a). 



§ % Omografia piana 
e trasformazione delie coordinate. 



sono le coordinate di 
due punti X, ¥ del pia- 
no le forinole; 

danno per ogni valore 
di l le coordinate di un 
punto della retta X Y 
congiungente i punti 

X, r. 



Se ?., r. [r-1,2, 3) 
sono le coordinate di 
duo rotte w, y del piano 
allora le forinole: 

Ì,= ^*|ii7i,,()-=1,2,3)(1)' 

danno per ogni valore 
di fi le coordinate di una 
rotta elle passa per il 
punto X y d'interseniono 
delle due rette. 
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Infatti (a sinistra) l'equazione; 

I 2, Sa 3j [ 



rappresenta evidentemento la rotta X F e po- 
nendo in luego di s,., x,.-\-'ky,- il primo membro 
dell'equazione diventa: 



X, X, X, 




y^ Vi y> 


X, X, X3 


+ 1 


iC, iC, X-. 


Vi y« y. 




Vi y^ 2/b 



utie ù identicamente nullo qualunque sia il valore 
di X per essere identicamente: 



Sostituendo alle coordinate di punii quelli di 
rette si ottengono i risultati correlativi enunciati 
a destra. 

Se nelle formole (1) od {!)' facciamo variare X 
oiida— ooa+oo otteniamo i varii punti della 
retta XY \ vari raggi del fascio xy, ciie ila 
cioè il centro nel punto xy. 

Ponendo adunque in generale: 

l^ — \-iXf\- li Xì + ?B iCj = Xi 
possiamo dire che l'equazioni: 
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rappresentano al variare di X o [^ rispettivamente 
una punteggiata JCT ed un fascio xy ili raggi; 
e per le coordinato a,.{r = 1, 2, 3) della retta pun- 
teggiata e per quella a,, del centro xf/ del fascio 
dì raggi si ha: 



: ( {!>) 



P "2 ^^ -h yi — ^i J/S 

p 313 = a:, ^3 _ X, y, 

ove p è un numero arbitrario. 
Di qui risulta che se: 

«^ = pi, = Y^ -- " 

sono l'equazioni di tre rette, sarà; 

C-I =:, «j : 

a = ^, ^i pj =0 

Ti Ta T3 I 

/ff condizione necessaria e sufficiente perchè pas- 
sino per un punto. Se consideriamo i reciproci 
degli elementi di una verticale del determinante 
a, per es., della prima, e se li indichiamo con 
n,,b^,o,. avremo identicamente: 

a, a^ + 6i pj: + e, -^^ 0. 
Viceversa poi se si trovano tre numeri ì., }!., v, 
per cui moltiplicando l'equazione di tre rette e 
sommando si ottiene una identità, le tre rette 
passano per un punto. Le stesse cose s' inten- 
dono estese alla ricerca delle condizioni perchè 
tre punti siano io linea retta. 
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2. Per ottenere l'intersezione di un raggio 
qualunque del fascio ic^ eoa una delle rette fon- 
damentali Oy, per es., colla «i basta nella 2." delle 
(ft) porre Xi=o; e l'equazione: 

^^■2 (=2 + :* '1:) + ■'^J ('"^ + f^ *1s) = " 

per ogni valore di ]*, cioè per ogni raggio del 

fascio, serve a dare il parametro - - = h del 

punto eereato relativamente ai ire punti fonda- 
mentali jIj, Ai, E, della retta «, . Sogue da ciò 
che se indichiamo appunto con ft,- ()--l,2, 3, 4) 
i parametri dei quattro punti retativi ai raggi de- 
terminati dai valori |j., (r = 1, 2, 3, 4) di ;*, avendo 
luogo fra hr, Fr una relazione bilineare, si avrà: 

hi — hs _ 7(i — hi \i.i — if-3 _ v-i —V-i 



h^-Jh ' 



■2 1^3 V-l] 



dunque la funzione (ai a, (jig ij-f] dei 4 uuniori ji, 
che individuano quattro raggi del fascio xy non 
e altro che il rapporto anarmonico dei 4 raggi 
stessi individuati. 
Correlativamente Iroveromo che la funziono: 

non è altro che il rapporto anarmonico dei quat- 
tro punti della retta XY determinati dai valori 
i.(j- = l,2, 3,4) dì V 
Il numero ^ che individua ogni elemento della 



Hosted by 



Google 



00 



Geometrm analitica del piano. 



punteggiata non è altro che il parametro di quel- 
l'elemento rispetto agli elementi fondamentali X, Y 
di coordinato x„ y,-; od al punto B di coordinato: 

.r,. + 2/,.(r = l,2,3), 
essendo quindi X, Y i punti fondamenti di para- 
metri 0, co ed £ il punto unità. È bene poi os- 
servare che se a, b sono i parametri di due punti 
A, B qualuncjuo della retta X Y si lia: 

[XYAB) = ^. 

S'intendano f tie ! os ervazioni correlative 
per il fascio x / 

3. iSe siano q ud A A spettivamente ì pa- 
rametri in discor o 1 due elementi di due pun- 
teggiate di due fa e d aggi; o di una pun- 
teggiata e di un fase o d aggi, le due forme 
saranno riferite proiettivamente se fra i parame- 
tri h, K si ponga una reiaKLono bilineare; cioè 
delia forma: 

AhK-]rBh-\-CK-Vn^o (e) 

e perciò che precede l'equazione scritta rappre- 
senterà tutte le possibili corrispondenze omogra- 
fiche fra due forme fondamentali del piano. 

4. Siano ora Xr{ì' = i,t,^) le coordinate dì 
un punto X ed x'r quelle di un altro punto X'\ e 
fra le coordinate dei due punti poniamo le rela- 
Kioni: 

piTi — «,i x\ 4- «ijic'j + a,iX'.^ \ 



u 9!'. + ' 



5 X'ì + «53 iC 3 



(1) 



piCj ^ «31 X'i + «35 X'i + «ss X's 
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arbitrario e supponiamo di più 



«11 «! 


Clis 


ffalCa 


«i3 


flsiffa 


«^3 



Qualunque sia p per ogni punto X' di coordi- 
nate x'r lo (I) danno immediatamente le coordi- 
nate Xr di un determinato punto X; viceyersa 
poi dalle (I), essendo jI^j l'elemento reciproco di 
o,-, nel determinante a, sì ricava: 

p' x\ = -dn ari -1- iji «j -1- i,i Xg j 

p' flj's = lia a^i -|- ^22 «5 4- i^a iKa > (I)' 

ù' x'ì = A^ìXi +À,'ì iCj -|- ^33 ic-j j 



ove p' = ■■ . 

P 

Quindi il punto X di coordinate x,- determina 
per le (I)' le coordinate di X'. 

In altri termini le relazioni (I) od (I)' deter- 
minano una corrispondenza univoca senza ecce- 
dane fra i punti del piano ed una corrispon- 
denza tale che se il punto X descrive una reità 3} 
il suo punto corrispondente X' descrive una 
retta x'. 

Intatti so il punto J percorre la retta x rap- 
presentata dall'equazione: 

?i «1 +^2X1 -^%Xs^O 

il luogo del punto X' corrispondente 



quello 
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dato dall'equazione: 

('i «li + Ua^i * li Oai) X\ * (li aia < ^sOjs + ?s «sa)*'^ "* 

+ (3i (113 t^iflas *ì^asi)x\ = o 
che è dunque una retta x' per le coordinate ;',■ 
della rjuale si ha: 



' ^'i = ?i «n +liaix + 5aa,i 



/ 



(li) 



O ?'s = Si «li + Il «23 + ?3 «3j 

ove 5 è un numero arbitrario. 
Viceversa poi dalle formolo ora trovato si ri- 

='S, = .1=.;', +^,r= + ^.=', (II}' 

^'1,----^A,,1\+A,,l', + A,ii\ ) 



ove it' — — per determinare lo coordinato di x 

se il punto X' percorre x'. Dunque la oorrispou- 
donza posta per le (I) od (I)' tra gli elementi del 
piano è tale che ad un punto X corrisponde un 
punto X' ed una retta x passante per X corri- 
sponde una retta x' passante per X'. Cioè per 
deficiizione i due sistemi piani 2, S' l'uno de- 
scritto dal punto X V altro corrispondentemente 
da X' sono sistemi piani proiettivi od omografici; 
oppure in corrispondenza lineare. 

In due sistemi piani proiettivi cosi definiti rap- 
presentati dalle (I) od (I)' risulta quindi che ad 
una forma foudaruentale di i.° specie dell'un si- 
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sterna 2 corrispoede una forma fondamentale V 
della stessa specie proiettiva alla prima. 

Così ad una punteggiata di ^, come abbiamo 
già visto, corrisponde in i' una punteggiata x'\ 
e di più se X, Y sono due punti di x di coordi- 
nate Xr, yr ed X', Y' i corrispondenti di x' di 
coordinate x'^, y'^ ne se^ue ohe al punto Z di coor- 
dinate %v=-'£^-\-'^y<- di X corrisponderà il punto 
Z'di coordinate E'r=a;'>.-f-XyV di x'; epperò nelle 
due punteggiate corrispondenti il rapporto anar- 
monico di 4 elementi dell' una egualia quello 
dei corrispondenti nell'altra; cioè due punteg- 
giate corrispondenti x, w' sono proiettive. Corre- 
lativamente dalie (II) (II)' si deduce che due 
fasci di raggi fra loro corrispondenti sono proiet- 
tivi. 

5. Per (ietorminare un punto X del piano 
bastano due dsi suoi parametri cioè i rapporti 
di due delle tre coordinate alla rimanente. Se noi 
poniamo : 

■^1 _ ,. iVi _„ 



l'equazioni (I) della omografìa diventano: 

_ (1,1 3:'-^«lay^-^-ft|3 \ 

«ai^'+Oia^/'-l-ais \ 



(I) bis 
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I lo (1)' diventano: 



^- + A,, y + A., 



(I)' bis 
" "" A,^a; + A^^y + A^^' ì 

Situilmeufe. una retta dei piaao è determinata 
da due dei suoi parametri cioè dai rapporti di 
due dello coordinate alla rimanente. Ponendo 
quindi: 

l'equazioni (llj, (il)' diventano; 

«13/ + 0-3M + «33 / 



«la^ + Os 


ì w + O^is 


^„f + i„ 


.u' + A„ 


^3ii' + 4s 


'•' + 4., 


A„l' +A„ 


,»'+!„ 



(IL)' bis 

™~ A., ì' + Ajjm'+A,^ ; 

Le formole (I) od (I)', (II) (II)' servono a 
rappresentare la corrispondenza omografica stessa 
determinandone per ogni punto retta dell'un 
sistema dati per i loro parametri, i parametri 
degli elementi corrispondenti. 

Lo formole (I) io (I) bis danno evidentemente 
le relazioni più generali lineari fra le coordinate 
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fra i parametri di due punti cioè sono le for- 
inole più generali per rappresentare una corri- 
spondenza lineare fra gli elementi del piano. 

Risulta quindi subito che; 

Due quadrangoli o due quadrilateri óoi-rispon- 
denti bastano a fissare una corrispondenza pro- 
iettiva od omografica fra gli elementi del piano. 

Poietiò dati ad esempio due quadrangoli che 
debbano essere fra loro corrispondenti per mezzo 
dei parametri dei loro vertici, allora le otto re- 
lazioEi che si ottengono dalle (I) bis servono a 
determinare iu modo unico i rapporti di otto al 
rimanente dei nove coeftìeionti a^, ', giucche tali 
rapporti figurano linearmente e non omogenea- 
mente nelle otto relazioni. Questi rapporti servono 
adunque a determinare la richiesta corrispon- 
denza omografica. 
6. L'equazione: 

I «u — p «12 «13 

I dji «;.j — p «23 

I C-ì\ ^33 «;i3~P 

esprime la coesistenza delle tre equazioni: 
(«„ - p) a;, -H «,j j,\ +o,3a^', =0 

«81 ^1 -|- («22 — p) ^a + fij3 ^3 = 

«ji^j +a35i»3 + (O33 — p) a-'s = « 

per gli stessi valori dei parametri '-—-,'~^. 
In altri termini per o*ni radice p^ deli'equa- 
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ZÌ0E6 ((?) del 3° grado in p Is uitime equa- 
zioni deteiminano un punto che coincide col suo 
corrispondente cioè un punto unito 

Dunque m uni corrispondenza omografica ge- 
nerale ti e almeno un punto unito reale ve 
ne sono ti e 

Dalla stessa costi uzione lii una corrispondenza 
omografica dati due quadtaiigoli corrispondenti 
risulta, corno del resto abbiamo visto in Heome- 
tria proiettiva, ctie non vi può essere un qua- 
drangolo di elementi uniti senza elio ogni elo- 
mento del piano non sia unito: vale a dire al- 
lora i due sistemi proiettivi sono sistemi con- 
gruenti; formano cioè un sol sistema. 

Correlativamente l'equazione: 



serve a determinare la retta unita reale cioè cor- 
rispondente a sé stessa o al più le tre rette unite 
che possono avere due sistemi oraogralìci. 

Osserviamo poi che per ogni punto unita pas- 
sano due rette unite reali immaginario distinte o 
coincidenti. Infatti so E è un punto unito dei due 
sistemi omografici, allora al fascio dell' un sistema 
di eentro E corrisponde nell'altro sistema un fa- 
scio di raggi proiettivo e sovrapposto al primo e 
i raggi uniti sono evidentemente rette unite dei 
due sistemi omografici. 

Correlativamente ogni retta unita contiene due 
punti uniti reali immaginarii distinti o coincidenti. 
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Quindi le rette unite sono le congiungeuti i punti 
uniti; od ì punti uniti le intersezioni delle rette 
unite; cioè in due sistemi omograliei gli elementi 
uniti sono gii elementi di un triangolo. Due o 
tutti tre gli elementi uniti possono coincidere; 
6 questi casi particolari corrispondono evidente- 
mente alle radici multiple delle equazioni cubi- 
.che (d), (e). Le condizioni quindi per tali casi 
particolari sono date dall' annullarsi del diseri- 
minante delle equazioni slesse o dall'anuullarsi 
del loro invariante cubico e quadratico. 

7. 1 quattro punti fondamentali A^, À,,A^,E 
.considerati come posizioni del punto X' ossia 
come appartenenti al sistema ^' hanno per cor- 
rispondenti io S quattro punti À^('^\ A^W, .A^f"), 
E^°) le cui coordinate sono rispettivamente: 



Essendo quindi fra loro corrispondenti le cop- 
pie di punti A,, A,W; 1,, A.^^»); A^, A^'")\ E, 
EW; X', X, avremo 1' eguaglianza dei rapporti 
anarmonici delle tre coppie di fasci; 

A,iA,A,EX'), A.MiA^MA.WEMX), 
A^(A^A^EX'), Aj(''){4('')^.(")£('')X), 
A,iA,A,EX'), A./-»{A,(o)A,(o)E(-')X); 
dunque: 



sono i valori dei rapporti anarmonici delle tre 



Hosted by 



Google 



6S Geometria analitica del piano. 

coppie nominate e quÌQdi: le w'r{r=i,'ì.,'S) non 
sono altro che le coordinate omogenee proiettive 
del punto X quando però ai primitivi punti fon- 
damentali A,, Ai, A^, E si sostituiscono rispet- 
tivamente A,'~«\ jljf"), ^jl"), £("). 

Le foi'inoìe (I) ed (I)' servono perciò anche alla 
trasformazione delle coordinate, cioè servono a 
passare da quattro punti fondamentali A,,^,, 
A^, E ad aibri quattro punti fondamentali i,l"ì, 
^%^°^ 1 'I3"'' , J^'"' presi come si vogliano nel piano : 
perchè basterà allora determinare nel modo in- 
dicato le formolo che servono a porre la corri- 
spondenza omografica in cui sono corrispondenti 
i due quadrangoli A, A,A,E, A,*"» A.O) ^W Mo); 
6 quelle formole saranno anche quelle della vo- 
luta trasformanone delle coordinate. Le formole 
poi (II), (II)' servono alla trasformazione dello 
coordinate di rette quando dalle quattro rette 
fondamentali ai, «a, «3, e determinate dai primi 
quattro punti fondamentali si passa alle rette 
flit"), kj'o), Osi"), efo) determinate in modo ana- 
logo dai nuovi punti fondamentali A, ('''),A,y''>,A2,(°'>, 
£(»>. Le formole (I) bis, (II) Ms, servono quindi 
al cambiamento dei parametri dei punti e delle 
rette del piano. 

Le nuove rette fondamentali a^f"! rispetto ai 
primitivi punti fondamentah hanno per equazioni: 

A.^x. + A^^x^JrA^yX^^o 
jiis Xy + Aj3 iCj -t- Ajj ic^ = 
A, 3 -T^ 4- Aì3 ifj 4- A33 itJj t= 
e le primitive rispetto alle nuove: 
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«11 ^'t + "sa *'i + ^u ^'a = " 
e per le nuove cooriiinate del nuovo punto 
unità EW si avrà; 



Cangiando nell'ultime equazioni le A„ nello 
Or, e viceversa e le coordinate dei punti in quelle 
di rette si hanno l'equazioni dei nuovi punti 
fondamentali Ar'-"'* rispetto ai primi punti fonda- 
mentali; e quelle dei primi punti Ar rispetto ai 
nuovi punti fondamentali; e per le coordinate 
nuove della nuova retta unità si ha: 



Se quindi fossero date l'equazioni; 

xj'> =: a,! X, + a,j a-j + a,a a-^ = 
«„<" = a.,, X, + Sjj .r j + Kjj ,'/-j = 
«/) = (tjj .r, + rxjj .rj + »,5 .1-g ■:■ 

rispetto ai primitivi clementi fondamentali delle 
nuove rette fondamentali «',()■= 1,2,3) e le coor- 
dinate primitive e,, e,, e, del nuovo punto unità 
E' Io formole che servirebbero alla trasformazione 
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Cambiando il solo punto unità 1" equazioni 
primitive delle rette fondamentali vengono mol- 
tiplicate ciascuna per uu fattore. Correlativa- 
mente si trovano le formole di trasformazione 
(ielle coordinate quando sieno date 1' equazioni 
dei tre punti fondamentali Ar e le coordinate 
della retta unità. 

§ Z. Casi particolari. Delia retta e del fascio 
di raggi in coordinate cartesiane. 

\. Supponiamo ora cho la retta fondamentale 
a., sia la retta all' Infinito de! piano. I punti vi, , A^ 
saranno i punti all'infinito delle altre due rette 
fondamentali ra^, a, ; e tenendo le stesse notazioni 
di prima i punti £,, P,... saranno le proiezioni 
sulla retta o, del punto unità £, e del punto 
qualunque P del piano fatte con raggi paralleli 
alla retta fondamentale a.,\ e similmente E.., P^ 
saranno le proiezioni su a, dei punti stessi con 
ragf^i paralleli ad o,. La retta unità e sarà la 
congiungente i punti E\ , E\ che hanno da A^ la 
stessa distanza che i punti E^, E^ [flg. 6). 
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Quindi per il punto P e per una retta p ctie 
tdgli a,, a.2, nei punti P',, P'^, ayroiiio le, cop- 
pie di rapporli nnurmonici: 



/I3 E, 



A^P,' 
e per ossero ((ig. 6) 

(00 A, E\ E,) ={xA^ E', E,]^-ì 
si avrà: 



[xi .1, £, P,) [,1, coi;', F|)= - ^^ - (.JsCcP, F,) 

e se il punto P giaco su p avendosi : 
{A,<xP,P\)^{A^P,<x>l>',) 
sarà quindi : 

la coniiizione perchè il punto P individuato dai 
parametri ft = ^^ , 1;=^^ siii sulla rolla p ia- 



Hosted by 



Google 



Geomelria anatilka del piano. 



ai speciali elomenti fondamentali ora assunti. Se 
finalmente supponiamo ancora: 

e quindi; 

A^E\ = A^E\= — \ =%, 

\ V 



/\ 

/ \ ' 



0/ ,k^ ,% \P[_ 



Fig. 6. 

allora chiamando (fìg. 6) x !a retta a^ ed y la a^ 
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là. il punto xy comune alle rette x, y sarà 
lel punto P: 

h^OP„=cv k^OP, = p 
i per la retta p 

h'-. 



k' 7=u = ~ 



1 

quindi i parametri x, y, di un punto non sono 
altro che le misure dei segmenti intercetti fra il 
punto e leproiezioni del punto sulle rette fon- 
damentaU x y fatte rispettivamente dai punti al- 
l'infinito delle rette stesse y, w; e i parametri 
t, u della retta p non sono altro che le misure 
in senso contrario degli inversi dei segmenti in- 
tercetti sulle rette fondamentali x^ y datpunto 
e dalla retta p. 

Un tal sistema di parametri atti a determinare 
i punti e le rette del piano è dunque individuato 
quando nel piano siano date due rette arbitrarie 
che si segano in un punto al finito e V unità 
di misura. 

Allora resta evidentemente individuato il punto 
e la retta unità e l'altra retta (ondamentale non 
è altro che la retta all'infinito del piano rappre- 
sentata dall' equazione impropria: 
x^ = \ = o. 

In questo caso i parametri x, y sono dunque 
le coordinate cartesiane del punto P da esse de- 
terminato e le rette a-, y sono gli assi coordi- 
nati. I parametri t, u della retta si dicono le or- 
dinarie coordinate plueheriane dei!a retta del 
piano. 
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La retta all'infinito ha lo coordinate nulle. 

2. L'equaziono linoare nello coordioato carte- 
siane di un punto corrente cioè un'equazione 
della forma 

A. = A.x-^By->rC=^o (1) 

rappresenta adunque la retta di coordinate 

' C '■ C ' 

un'equazione lineare nelle coordinate i, u di una 
retta: 

ce f + p !( + Y = 

rappresenta il punto di coordinate: 

T 1 

Se x^,yi,x^,f/s sono le coordinate di duo punii 
M,, ilg della retta, le forinole: 

^- i + x ^^ i + ), 

servono a dare per ogni valore di ?^ le coordi- 
nate di un nuovo punto della retta; per X = 1 si 
hanno quelle del punto di niez;io del segmento 
M, J/j. Gfiaechò per le coordinate x, y di un punto 
dato dalle ultime formule si ha; 
X y \ 



Correiativaraouto so /,, 
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75 



diiiafce pluoheriane di due raggi di un fascio, le 
lormole; 

servouo a dare, per ogni valore di X, le coordi- 
nate di un altro raggio del fascio. 

3. Ogni equazione lineare in x, y mancante 
del termine noto, cioè ogni equazione della forma 

Àx-k-By = o 
rappresenta una retta m, passante per l'origine; 
ed invero per un punto qualunque di tal retta è 
costante il rapporto ; 



= /t = - 



B' 



sitivo se la retta giaco (flg. 7) 
nell'angolo w delle direzioni positive degli assi e 
nel suo opposto al vertice; negativo se la rotta 
giace nell'angolo supplementare e nel suo op- 
posto al vertice. Il rapporto h sarà detto il pa- 
rametro trigonometrico della retta. 

4. Se m, giace nell'angolo w sia P un punto 
di coordinate jc,, y, positive; e siano a, p gli 
angoli che la direzione OP fa cogli assi, angoli 
contati nel modo indicato al capitolo primo § 2, 
n. 3; dai triangolo OFF (fig. 7) avremo in segno 
ed in valore; 

y,' = Xy^-\-0 P^-'S.Xi OPcos a \ 

ir,= =ì/,'+(7p'-2y,(?Pcos p ( (21 
sen a _ sen p _ sen oi 1 
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ove: 

(TP = a;,^ + j',^ + 2 X, y, cos w 
ed: 

0P= '^Xt'-\-y\ +2a;,2/iCOS'o . 
Essendo per la retta m, 

si avrà subito: 

_ fl-lcos w l_i_ftC0S_w_ \ 

- A» 7? cos u 7t -1 ooswi i 



(I) 



— A sen M /(SPn w ^ 






^A'«Jj'-2AiJuosw ^1 t2Aooso)«A'j 
e quindi: 

_ — A sen M _ h sen m \ 
" B— A costo l+Acosiu / 

(III) 
, , /f sen IO sen w \ 



^'^ — il+iJcosw ft + eoa w ,' 

Le forraole trovate danno ^li angoli della di- 
rezione OP della retta nii. Le relazioni (2) sono 
vere in segno ed in valore quando la direzione 
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OP giaccia nell'angolo supplemenlaro di w, cioè 
formalo dalla direKione positiva dell'asse p eolia 
direzione negativa dell'asse x. Segue da ciò che 
le formolo trovate (I_), (II), (IH) servono anche 
in tal caso a determinare le inclinazioni «, p di 
OP. Se quindi in tutti i casi indichiamo con «i, 
Pi gli angoli cogli assi della direzione opposta 
ad OP avremo: 

COS *! = COS (h + tu) = — COS « 
COS ,9, = COS (p + ■t) = — COS p 
sen «1 = sen [« + tu} = — sen « 
sen Pi = sen (6 + tu) =: — sen p. 
Le formole trovate si sempiifleano naturalmente 
nel caso degli assi coordinati ortogonali, cioè 



COS 01 = sen 61 = 1, 
5. Dalle (I) si ricava subito: 

COS a * eos p - 2 COS a cos p eos u> = sen 'w. (IV) 

Relazione fra i coseni degli angoli che una 
retta fa cogli assi. La stessa relazione si ricava 
pure direttamente osservando che per lo con- 
venzioni fatte si ha sempre: 

e quindi; 



i ovvio dedurre la (IV). 



Hosted by 



Google 



Geometria analitica del piano. 



Dalle (i) e (II) e (III) si ricava. 

cos(i-K'; = cos,'a'-i^= \ 



(V; 



cos(p — p') = cos(p' — Pi = 

1 +/t/(' + :^ + A')cosm 

" \'l + 2 A eos u + W/ (1 + à ft' uos to + A^; / 

ove con a', p' si indicano gli angoli cogli assi di 
un'altra direzione OQ giaueiite sull'angolo m o 
nei suo supplementare essendo la retta indefinita 
OQ = n, rappresentata dall'equazione: 

A' a; + B' p = (b) 



il relalivo parametro trigonometrico. 
Si ricaverà pure: 

{A'B-AB-)s&Q o> 



" \Ì A' * B'-ì ÀB<iosi«)[A'* * B'^-'ÈA' B' oosi»)! 
sen (p - p') = — sen {^' — S) = 

(A — A') seni» 

~ ^(1 +2 A cos -o + A'J (1 + 2 A' cos <■> + A") / 



(VI) 
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taii! 



- taiig 



_{A' li- A }}') son ù. 

Xà'Tif B~~ 'TB' + A' li] coB 



tan" 



e'j = _tang(3'- 
(A — A') sei) u) 



;vii) 



1 + ft A' + (/( -i- /*'; cos 0) j 

Lo formolo txovato servono a Jore l'angolo 
« — a' = delli! due direzioni OP, OQ conside- 
rate. Le stesso formole si semplificano nel caso 



= — poicbè si ha cossi 



= 1. 



La formola (V) che dà il coseno di un angolo 
di due rette del piano si può ottenere anche di- 
rettamente in questo modo. Immaginiamo perciò 
il triangolo POQ {(ìg. 7) e indichiamo con 9 il 
valore assoluto dell'angolo POQ, sì avrà: 

PQ^^dy'+oT)—20P.OQcos^. 

Indicando con x^, y^ le coordinate del punto Q, 
si avrà: 



e sostituendo per PQ, P, OQ le loro espres- 
sioni, si trovano subito !e formole (V) che danno 
il coseno dell'angolo = pOQ delle due rette. 
Valendosi della relazione fra il seno ed il coseno 
si possono trovare quello (VIJ relative al seno. 
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6. Se ora consideriamo due rette qualsivo- 
gliauo de! piano date dall'equazioni: 



;' ic + P' y + y' - 




il loro punto comune sarà all'infinito ossia le 
rette saranno parallele se le coordinate del punto 
stesso sono infinite, opperò se si abbia: 
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ed appunto lale condizioue ù quella della coiii- 
cideoza deile due rette so esse passano per l'ori- 
gine degli assi. 

Segue da ciò che la retta m rappresentata dal- 
l'equazione: 

Ax+By+C=o 
è parallela alla retta P = mi rappresentata dal- 
l' equazione: 

Ax-^Jìy = o. 
E le formolo (I) (li) (III) servono quindi a da- 
re gli angoli cogli assi della direzione OP della 
retta m; e se indichiamo con n la retta rappre- 
sentata da: 

A' x-\-B' y-\-C' = 

sarà n parallela ad l? e quindi le formolo (V), 
(VI), (VII) servono a dare l'angolo O^k — ce' delle 
direzioni P, OQ delle reite m, n e le rela- 
zioni : 

Ali' -A'B=^h'~h = o (Vili) 

AA' + BB' -'AB' ■\-A'Jì)y:ù 



'■ (XI) 



1 +/tft' + 'ft + A'} COSO) 



sono quelle che danno le condizioni perchè le 
rette m, n siano rispettivamente parallele o per^ 
pondicolari. L'equazioni quindi: 
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A[x-x:}-^B[y-y.) = o 1 

[B-Aiios^){X'X.){'-A *Bcosr..)(y-j/„)=o ) ^^' 

rappresentano rispettivamente la parallela e la 
perpendicolare condotta dal punto M di coordi- 
nate «o, y^ alla retta m. 

Se indichiamo con tri,;/,, le coordinate del 
piede della perpendicolare stessa, ponendo 

Ax,-\-By,-\-C = H 
si avrà: 

A (iF,-s„) + /( [y,- y:\-\- H=o 
A,{x>—Xo) + B,{y,-y„) =o 
ove si è posto per brevità: 

i, ^.{B-A cos <->), B>={-A-\-B cos <,>). 
Si ricava quindi: 

-^+Bcos.o)^ 



— (S — Acoso-;^ 



{d) 

ii,-ii«- A»4.iì^_2A7ÌGost.. / 

forinole che servono a determinare le coordinate 
del piede P della perpendicolare m', cioè del 
punto in cui m' sega m. Indicando ora con S la 
disianza MP del punto M di coordinate x^y^ 
alla retta m, avremo: 

A' + iì'-2A7ìcos« * ' 

e per la disianza ^i dall'origine alla retta stessa, 
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7. Per le posizioni fatte i coseni degli an^ 
goli «,, Pi che una direzione della perpendieO' 
lare in' fa cogli assi, saranno dati dalle formole 







B.-A.eo 


« 




' 


U 


' + B,'~ 2A 


«, 


CCS 01 




- 


A sen w 


= 




u 


+ B- 


— 2 A /l uos w 




,. 




A, +;?, co 


S(. 




" 


V'a 


' + is,'-2A 


B, 


COS W 




— 


7? spn <■> 


= 




4a 


+ B' 


— SAtffOS.» 




m: 


« = 


Cfion 


_o_ 





(XII) 



+ ;/ COS ^i- p = 



\J-A'*l{'-lAlÌvosv> 



liy* 



(xni) 



essendo, x, y le coordinate di un punto eorrciiie 
della retta m. 

La (XIII) dà il modo di trasformare il primo 
membro dell'equazione di una retta formandolo 
coi coseni della normale condotta dall' origino 
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alla retta e colla lunghezza p dì tale normale 
compresa fra l'origiDe e la retta. 

In questo modo l'equazione della rotta si dice 
posta sotto la forma canonica. 

Da ciò che sef^ue risulta immediatamente che 
le bisettrici dogli angoli di m, n hanno per equa- 
zioni: 

Ax-Y B y + C _ A'x + B'y ->ra 

i/A' + B" — 2ABcos!o~ \/il" + if"-2A'B'cosw 
8. Più generalmente sia: 

A' [x — iCo) +B'{y — 2/„) 

l'equazione di una retta n qualunque condotta 
pel punto P di coordinato x,,, y„. Indichiamo 
con (C,, y, le coordinate del punto M ove la retta 
M sega la retta m e con d la lunghezza del 
segmento P M. 
Avremo: 

B'H 
^'-^-- AB'-A'B 



\-y.= 



A'H 
AB'-A'B 



ove al solito è: 

H=Ax,-{- Bij^^-C. 
Dalle relazioni scritte si ricava subito: 
^sen'o 

rf' = Z-r- 

(A' + 5' — 2 A 5 cos Bi) sen e 

indicando con uno degli angoli delle due rette 
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Dì qui segue che la distanza d fra un punto 
ed una retta contala in ima direzione qualun- 
que è sempre proporzionale al primo membro 
dell'equazione della retta quando in luogo delle 
coordinate correnti si pongono quelle del punto 
dato. 

9. Le forme ultimamente trovate si sempli- 
ficano nel soìito modo quando gii assi sono or- 
togonali. In questo caso ò bene notare che gli 
angoli a, p di una direzione qualunque sono sem- 
pre complementari, perchè: 

e che quindi il parametro h trigonometrico di 
una retta m non è altro che ia tangente trigo- 
nometrica dell'angolo che la retta stessa fa col- 
Tasse delle X. 

In generale il parametro trigonometrico h di 
una rotta non è altro che il rapporto dei seni 
degli angoli che una direzione della retta fa cogli 
assi. 

È bene anche osservare che se indichiamo con 
tu w,; tt, Ui lo coordinale plucheriane delle due 
rette m, n rappresentate dall'equazioni: 

Ax + By + C:^ A'x-^B'3/ + C' = 

allora la formola: 

cos (a — %') = cos {%' — k) = 

^1 ti + U, M; — (/, Mi + M| /j) cos w 
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dà il coseno di uno 6 degli angoli delle due rette 
m, n, espresso per mezzo delle coordinate plu- 
cherlane delle rette stesse m, n. 
Se poniamo quindi in generale: 

4.r = 4„ = tri, + Ur M. — [l,- li, + Ur f,) COS ttì 

1' equazione quadratica in i : 

X'Ì22 +2l4ii + 4„ = (e) 

ha per radici complesse >j, l_i « parametri dei 
raggi doppi dell'involuzione formata dai lati de- 
gli angoli retti del fascio determinato dalle rette 
m, n. 

La (e) ha poi le radici complesse, perchè il suo 
discriminante è : 

— seu'u>(/i Wi — fiU^Y 

quantità negativa. 
Si ponga: 

4= ± {Uu^ — t^u,) 
ed allora avremo: 

h 4u + iisen M 



X. j 4,3 — iisenùj 
ove *■ = Sf— 1 e con 4 s'indica il valore positivo 
di ±[t,Ui~ tiU,). L'espressione -r — ■ non è al- 
tro che il rapporto anarmonieo delle due rette m, 
n e dei raggi doppi dell'involuzione di angoli 
retti del fascio mn. 

Potremo sempre dotermiuare e in un sol modo 
un angolo tì<3t per cui sia: 
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A, 5 A SOn e» 






(«J 


ed allora sarà: 




X, eos8 + «sena 





X.[ oos6 — j sen 

e cosi il coseno ed il seno di un angolo 9 di due 
rette ni, n date per le loro coordinate plucho- 
riane, si ottengono por le (a) dall'equazione qua- 
dratica : 



(- + w' — 2 ^« cos w 



(XIV) 



sostituendo in luogo delle /, u Tespressioni delle 
coordinate di una retta corrente del fascio mn 
date dalle: 



/ = 



H-'^ 



l+>. " 



L'equazione (XiV) rappi-osenta, corno vedremo 
or ora, un sistema di due punti-inviluppi itn- 
maginarii coniugati sulla retta all'infinito; che 
diremo i punii cielici del piano per una ragiono 
cte vedremo fra poco. 

10. lo generale è bene fino da ora notare 
che come un' equazione dei grado n omogenea 
nelle coordinate x, y di un punto rappresenta 
il sistema di n rotte (tutte o in parte reali di- 
stinte coincidenti od immaginarie coniugate) 
condotte per l'origino; così un'analoga nelle co- 
ordinate t, u di una retta rappresenta un gruppo 
di punti sulla retta all'infinito del piano. 
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Ed invero se: 

jloir" + A, jc"~' y -{- A^x"''' y"- + . + A„y" = 

è l'equazione omogenea data in coordinate di 
un punto; e diciamo A,, hi,...h„ le radici del- 
l'equazione stessa dal grado n rispetto al para- 
metro — ; il primo membro dell'espressione data 

equivalo ad A„ moltiplicato per il prodotto dogli 
n fattori lineari: 

{y -hix]{y-ha-]...{y — K x) ; 

e quindi l'equazione stessa rappresenta comples- 
sivamente le n rette: 



y - ih X ^ 



uscenti dall'origine. 
Correlativamente osservando che per due retto 

parallele è il medesimo il rapporto — delle loro 

coordinate plucheriane, ne segue che una rela- 
ziono lineare fra lo t, u mancante del termine 
noto, cioè una relazione delia forma; 



rappresenterà come inviluppo un punto all'infl- 
uito. Quindi in generale come precedentemente 
un'equazione omogenea del grado n nelle 1, u, 
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rappresenterà n punii air infinito (tutti o in 
parte reali, distinti o coincidenti, od immaginarli 

ooniuffati). 

I punti ciclici di un piaHO non sono allro adun- 
que efae i punti doppi (immagioarii) doli' involu- 
zione in cui la retta all'infinito dei piano taglia 
tutte le involuzioni generato dai lati di un an- 
golo retto, che ruota intorno al suo vertice. 

Queste involuzioni di ragg-i vengono tagUate 
dalla retta all'infinito nella stessa involuzione 
di punti; perehè ad ogni coppia di raggi coniu- 
gali di una involuzione corrispondo una coppia 
di raggi coniugati paraileli ai primi in un'altra 
dell'involuzioni analoghe. 



§ 6. Trasformazione delle coordinate cartesiane 
in proiettive e deife coordinate cartesiane fra loro. 

1 . Siano ; 

«11 ^ -^ «12 2/ +n,^~o \ 

«2, !C + aiif/ + «ss = : {a) 

«SI X -I- «a; 3/ + «33 = I 

l'equazioni eartesiane di tre retto a,, «,, «, del 
piano non passanti per lo stesso punto sia quindi 
il determinante 
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Se indichiamo inoltre con «<., }/■> le coordinate 
di uu punto E Asso del piano, allora le formolo 



«, 


,a: + B, 


j ?/ + «ij 


«„ 


x. + a, 


.2/0 + 0,3 


a-, 


, ìe + a. 


i y + «.3 


o„ 


Xo + a, 


. &o + a,. 


a. 


, « + Os! ?/ + «S^ 



ovo p è numero arbitrario, servono a passare 
dalle coordinate cartesiane x, y di un punto P 
alle coordinate projettive omogenee x,, x,, X, es- 
sendo Oi, «2, «3 le ire rette fondamentali 

W,s=0 Xt — O X3 = 

,ed E il punto unità. 

Le t'orinole scritte servono adunque a passare 
da un sistema qualunque di coordinato carte- 
siane ad un sistema di coordinate omogenee 
projettive; e dalle formolo stesse, avuto riguardo 
alle cose dette ne) paragrafo precedente, risulta 
di nuovo il significato geometrico già dato delle 
coordinate projettivo. 

Ponendo per brevità: 

«i.a:„-l-«i,y„ + (Tj3 = 7i, 
«21 (e« + «23 y» + «s, — h, 

«il iCi> + «35 ?/a + «sj — th 

ed indicando con A,,, l'elemento reciproco di a^ 
nel determinante a, isi avrà: 
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Queste forinole servono a trasformare l'equa- 
zioni in coordinate eartesiano nello corrispon- 
denti io coordinate omogenee projettive. Dalle 
formole stesse so indichiamo con \r le coordinale 
omogenee projettive della retta 
tx + uy+i^o 
si avrà: 

^\,=Aut + AnU^A,, \ 

-fl = A,,t + A,, u + A,, \ {1/ 
"j \ 

-^l, = A^,t-\- A,, u + 1,5 

«3 / 

ove p' è un numero arbitrario. 

Dalle formole precedenti si ricava reciproca- 
mente: 

a' t = a,i h\ l, + «21 h'i Sa + «al h\ Ss \ 

a' M ^ «,i h\ l, + a,, h', l, + a,, k\ l, ( (II)', 

a' = «13 h\ ?| + «23 h'ì h + «33 A'a 11 ì 

ove si è posto 
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le quali servono a trasformare l'equazioni Ìq co- 
ordinate plucheriaiie neile corrispondeati ia co- 
ordinate omogenee della retta. 

2. Dalle (I) risalta cho l'equazione della retta 
unità, espressa in coordinate cartesiane, è: 
X (fi, h, a„ +h,h, a„ - ft, k^ o,,) + 

ossìa : 

x[k',a,,*k'iaìi + A'a«3i)-t- 
P [h't «n * A'i Ojj * h'ias,i) * A'i 0,3 * h\ 0,3 + A'3 033= 0. 

Inoltre i rapporti dei primi duo elementi di 
ciascuna linea del determinante a non soao al- 
tro che le coordinato pluchoriane delle rette fon- 
damentali a,, «il, «3 rispettivameate; ì rapporti 
analoghi del determinante : 

^1, ^,2 A 



reciproco di a noa sono altro che rispettiva- 
mente le coordinato cartesiane dei punti foada- 
mentali : 

-Al = «2 «3, Ai^a^a,, Ai^aia^. 

Toneado per brevità: 
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/, = YH,i' + «,a* — ii «11 a,i COS u 

Il = Voii'+"2/^2 «ji «5, cos « 
ed essendo: 

-(^)MaMi)'-ii"-'«"-'- 

— 2 -7-^ eos {a, a, - 2 -y-^ eos («i a,] 

ed 

E = i' + M° — 2 /m costo 

ne segue che i rapporti delle distanze, parallele 
ad una direzione fissa, fra i vertici J,.(r = 1,2,3) 
e la retta p di coordinate plucheriane t, u 6 la 
retta unità e, sono: 



h',a 
VI" 

TX- 

d' onde risulta il significato geometrico già dato 
alle coordinate projettive della retta. 
3. L'eijuazione 

A, jÌ,s Xt + hi Aaj a:, + 7*3 Ajj x,~ o (1) 

■J quella della retta all'infinito del piano. L'equa- 



A, 


,t + A..u 


+ A„ 




n 




A„ 


,t + A.,u 


+ A, 




VE" 




A, 


,(+!., II 


+ A„, 
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zione stessa si può quindi mettere sotto Ja forma 

h, , s , 'hi , : \ 



Ponendo 






^2 /h 

■ "ìrx- cos (a, a,) S, Sa 



l'equazione 

rappresenta in coordinate omogeneo i punti ci- 
clici del piano. 

Si possono così trasformare tutte l'equazioni 
e le espressioni colle coordinate cartesiane nelle 
corrispondenti in coordinato projettive. In par- 
ticolare si trova facilmente la distanza di due 
punti, l'aiifi^olo di due rette, la distanza da un 
punto ad una retta. Sulle diverse fonnole ò bene 
notare che se esse sono quozienti di funzioni omo- 
genee e dello stesso grado dei rapporti -- o dei 
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porti le distanze e,, e„ e-i secondo una dire 
fissa qualunque iotorcetta fra il punto unità E o 
le tre rette fondamentali a,, a,, «3 rispettiva- 
mente; le loro inverse. 

Da ultimo è bene notare un siguifìcato geo- 
metrico del determinante a e del suo reciproco A. 
Si ìia: 

^1, A,, 



«31 



«aa 



! ^1 
1 



I ic, yy 
Àit A^ Ali ici y^ 

\ iPa Vi 

essendo quindi x,., y^ le coordinate eartesiane del 
punto fondameutaie Ar (r = 1, 2, 3). Indicando ora 
eoa A il doppio dell'area del triangolo fonda- 
mentale jti -4^ Ai avremo (vedi § 6) 
a = ± [Xi{y^ - yi] * y, («s - a-,) t iCi y^ -ìTi y,] sen w 
^i ?/i 1 
= ± Xi y-i i sen m 
y, j/3 1 
quindi: 

_L -^ j. "" 

i _ + — ggQ w — ± — — ■ — - sen u) 



che ò il significato che si voleva dichiarare per 
il determinante A = «'. 
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4. Siano: 

«iC + Py + T = o 
l'equazioni di due nuovi assi coordioati le cui di- 
rezioni indicheremo rispetlivamente con ìb', y'. 
Indicheremo puro con x\ y' le nuove coordinate 
del punto M che rispetto ai primi assi x, y ha 
per coordinate x, y. 

Indicando con 9 l'angolo {x' y') dei nuovi assi, 
essendo al solito u = (j;?/) l'angolo dei primitivi, 
le formole: 



y = 



(a a ; + p j/ + •-'; sen :■> 
son (I \/x'+;ì' — Sxlicotìu) 

(a X -\- b y -^ c)sen m 
sen 8 ^/h' + ì' — aftiicosio 



(1) 



sono quelle che servono a dare per ogni punto 
M le nuovo coordinato x', y' date lo antiche. Di 
più indicando con x'„, y\ le coordinate delia pri- 
mitiva orif^ine (fìg. 8) rispetto ai nuovi assi, 
le formolo (l) si possono scrivere sotto la forma 

^,_^, _ xseQ{xy') + ys6ii(yy') \ 

sen («'(/') / ^jj 

, , icsen (ic' «) + r/ senfic'^) \ 

^ ~y'^~ sen (*'?/') i'j ^ / 

tenendo conto delle convonzloni fatte al Gap. 2." 
sul modo di contare gli angoli e le projezioni. 

(■) Vedi Clielini: Giornale Arcadico, Tomo 75. 
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Ed invero se, al solito, sia la primitiva ori- 
gine (flg, 8), osserviamo che ic'— «'„, y'-~y'« 
sono le projezioni di OM fatte t 




rispettivamente e parallela mente agli assi }/', x'; 
e che (?jtf è risultante di P, P M ossia delle 
coordinate x, y. Segue da ciò che le projezioni 

s:' —x\, y' — v\ 

delia risultante OM saranno eguali alla somma 
delle projezioni corrispondenti delle componenti 
X, y onde (avuto riguardo alla formola che dà 
la projezione parallela di un segmento, data al 
capitolo primo) risultano immediatamente le (1). 
In modo analogo, dicendo x^, y^ le coordinate 
della nuova origine 0' rispetto ai primitivi assi, 
si troverà: 
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_^ ^ x' sen ix' y) + y' san [y' y ) 
&Q\\{xy) 
a(xx ') + y'si,ìi'<cy \^ 



m 



y~i/-> 



sellici/) '- . 

ciò che risulterebbfl facilmente dalle stesso (1) 
ricavando 1 valori di x, y in funzione x', y'. Le 
(li) servono a trasformare l'equazioni e le for- 
molo espresse colle primitive coordinate neììe 
corrispondenti espresse per le nuovo. 

5. Avuto rig-uardo allo convenzioni già usate 
per la descrizione degli angoli si avrà: 

{^V')-¥{v'y) = {xx') + [x'y] = {a;y) ) 

i^' y) + {y y'ì = («' a-) + [x y') = [x' >/] \ ' 
Se quindi i primi assi sono ortogonali si avrà: 
sen (x y) = 1 
son {tc^ y) = cos [x x'] 
sen {y' y) = eos [x y'] 

ed è facile quindi vedere le semplificazioni che 
cosi si possono introdurre nelle (I), (li). Se final- 
mente anche i nuovi assi sono ortogonali le for- 
molo (U) diventano: 

X — X„ = X' cos 'X X') + V' cos {X 11') ] 

(li)' 

y-y„ = x' cos {y af) + y' cos {y y'] ) 

e non havvi cho da cangiare le lettere coll'ac- 
eento in quelle senza e viceversa per avere le 
(1) in questo caso. 
Osserviamo poi che se le direzioni x\ y' dei 
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nuovi assi sodo parailple rispettivamente alle di- 
rezioni X, y dei primitivi, si ha: 

w-x, = x' y~-ih = y' (III) 

perchè le projezioni di un segmento OM sopra 
rette parallele e dirette nello stesso senso sono 



§ n- Reciprocità delle figure piane. 

1. Prendiamo le coordinate omogenee pro- 
jettive per determinare i punti e le rette del 
piano; e siano Xr- {t = \, §, 3) Io coordinate omo- 
genoo di un punto x o l'^ quelle dì una retta 
x' del piano; e poniamo 

(I) ?!rr = a,.A\+ar,l\-\-n^A\ (r=l,2,§) 
ove p è un numero arbitrario. 

Le formolo (I) ci danno evidentemente una 
corrispondenza u-nivoca lineare fra i punti e lo 
rette del piano; e per ogni retta x' del piano le 
(I) servono a dare le coordinate di un corri- 
spondente punto a:'; e viceversa le t'ormale: 

servono a dare per ogni putto X del piano la 
corrispondente retta x'; essendo A,, l'eleraonto 
reciproco di Ar, nel determinante a delle quan- 
tità a„, che supponiamo non nullo; ed inoltre 



La corrispondenza data dalle (I) od {!)' si dice 
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lineare perchè, come nella corrispondenza omo- 
grafica, le coordinate di un elemento sono pro- 
porzionali a funzioni lineari di quello del suo 
corrispondente; e due sistemi piani 2, S' fra 
loro corrispondenti l'uno descritto quindi dal 
punto X l'altro dalla corrispondente retta x' si 
diranno recìproci. Essi sono legati dalle stesse 
leggi delle figure correlative; cioè: ad un punto 
X deU'un sistema ^ corrisponde nelf altro una 
reità x' ; e ad una retta x di 2 passante per 
X corrisponde in 2' un punto X' di x'. 

Ed invero se il punto X percorre la retta dì S 
data dall'equazione 

la retta corrispondente ruota Intorno al punto J' 
di S' le cui coordinate sono date dalle l'ormole: 
(II) •Jw'r = a,A,+ayz, + a,.l, (7-=l,2,3) 

ove ff è un numero arbitrario. 
Dalle formolo (II) si ricava reelprocamonte: 

(II)' ^'1,= A.,x\+A.^x', + Ar^x\ ()-^ 1,2,3) 

La figura corrispondente di una punteggiata 
è dunque un fascio di raggi projettivo alla pun- 



2. Scrivendo la condizione perchè un punto 
X giaccia nella sua retta corrispondente x', si 
trova subito la relazione; 

/= in XI * Au :-\ * i,3 ^e, * (^„ ♦ A^^) x^ x^ * {RI) 
^{A,,*A^,)a:,x,. 

* [Ali tAii)^ia'2''0. 
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Il luogo richiesto è dunque una curva al 
brica che è a dirsi del t° ordine perchè in( 
trata da una retta arbitraria del piano in due 
punti al più. Questa curva, che indicheremo con 
(P\ è anche il luogo dei punti X' di 2' le cui 
rette corrispondenti di S passano per Ì punti 
stessi X' ; il che risulta subito per le (II)'. 

Correlativamente scrivendo, ia condizione per 
che una rotta *■ di S contenga il suo punto cor- 
rispondente Z', avremo: 

«„V+<...!/ + «..E.-+ ) 

*[aì3*ai-i)\i%i*{au* aiì)-,aXi*{aiì* a.n]\il-i=o) 

dunque il luogo delle rette a; è un Inviluppo 
algebrico che è a dirsi della S* classe; perchè 
per un punto arbitrario del piano passano al più 
due rette dell'inviluppo. Lo stesso inviluppo y 
è quello formato dalle rette x' di 2' che conten- 
gono 1 loro punti corrispondenti in i. 

Per determinare colle (I) le eooi'dinate del 
punto X corrispondente ad una retta x' bastano 
i rapporti: 






(I)' 



onde risulta che dati ne! piano un quadrangolo 
ed un quadrilatero che debbono essere ira loro 
corrispondenti nei due sistemi reciproci la cor- 
rispondensa fra i sistemi resta determinata; 
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^iacfhÈ restano determinati per le 
distinti di otto dei coeitìiiienti «,, 
Osserviamo auuora che se siano: 



(1)' i rapporti 
al liinatiBiite. 



^'3 ' V, 

le eoonlinate cartesiano di un puuto e l', u' lo 
plucheriane di una retta, essendo il piano riferito 
ad un sistema di assi, l'equazioni (1)' ossìa le 

ff], t' +«15 U' -<- «13 \ 

Oììl' + filli' +(!,; .„ 

Osi i' + fili vi + «23 \ 

■'^ ~ (Jsi f + a,l U' + «33 / 

sono quelle che rappresentano iii tal caso due si- 
stomi piani reciproci V, V. 

3, È notevole il caso in cui sia a,-, = a,r\ os- 
sia il caso in cui il determinante: 



(ti\ tf-aa «33 

delle «rs è simmetrico; allora essendo anche: 

A„^ A... 

risulta subito dalle (I), (II), {!}', (li)' che: 
Ad un elemento del piano (punto retta) ; 
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corrisponde sempre il medesimo; sia che l'ele- 
mento preso si consideri appartenente all'un 
sistema X o all'altro S'. 

La corrispondenza dicesi perciò Involuto^'ia; e 
la retta corrispondente ad un punto si dice la 
polare del punto; ed il punto il polo della retta. 
Si chiama inoltre sistema polare del piano il si- 
stema formato da ogni punto del piano a cui sia 
t la sua retta polare, 
curva C'', luogo dei punti per cui passano 
le loro rette polari dicesi la curva direllrice del 
sistema polare. Ulteriori proprietà del sistema po- 
lare del piauo saranno svolte nella Teoria delle 
coniche o dello curve algebriche dì 2° ordine. 

4. In generale sia / una funzione omogenea 
del grado n delle tre variabili Wr coordinale di 
un punto, cioè / sìa una funzione razionale in- 
tera di cui ciascun termine 6 della forma: 



r -\-s + t = n 

e P uà numero qualunque. 

La funzione / possiamo indicarla simbolica- 
mente con: 

iì P . a:'\ x\ !c'a , 
essendo 

r + s + t = n, 
ed il simbolo X indicando la somma di tanti ter- 
mini analoghi a P .x'j a:%x\. La funzione / di- 
cesi anche ima forma ternaria dell'ordine n; e 
cosi, in generale, un'analoga funzione di un nu- 
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mero qualunque k di variabili si dirà una forma 
ft"'' dell'ordine n. In particolare se k = % sì ha 
la forma binaria, cioè un polinomio omogeneo 
razionale intero di due variabili a:,, x^: l'espres- 
sione generale della/ 6 cosi in tal caso: 

j1i,«i" + 1, x,"-^ x^-\- AiX,"-^ x\ + ... 

Ciò posto, se nella forma ternaria /sostituiamo 
in luogo delle Xr [r^i, t, 3) quantità propor- 
KÌonaii a funzioni lineari omogenee di altre va- 
riabili x'r{r = 1,2, §); od in altri termini: se fac- 
ciamo nella /, una sostituzione lineare di varia- 
bili omogenee, essa si trasforma in una forma 
ternaria dello stesso ordine nelle nuove variabili 
x'r'. poiché ciascun termine P x'', x', w'^ si tra- 
sforma in una funi^ione 

P{a,,a:\+a,,x', + a,,x',Y 

(«j, iC'i -f- dis «'j -t- fl,3 x'iY 
(«3, X\ + «33 X\ + «33 W'if 

omogenea razionale intera del grado n dello 
nuove variabih x'^, che si ottiene sviluppando 
le potenze dei trinomi indicati, ed eseguendo il 
loro prodotto. La funzione ottenuta poi è del gra- 
do n, perchè deve essere 

r + s + t = n. 

È d'uopo quindi ritenere che: 

Una forma ternaria dell' ordine n si cangia 
in una forma ternaria dello stesso ordine, quan- 
do nelle variabili si faccia una sostituzione li- 
neare. 
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Ciò posto, 

Sia f una forma ter- 
naria dell'ordine n del- 
le coordinate a^,. di un 
punto X del piano; tutti 
ì punti del piano le cui 
coordinate annullano la 
forma/, cioè per i quali 
si abbia 

abbiamo detto costituire 
una linea algebrica; la 
quale si dirà debordi- 
ne n, perchè una retta 
arbitraria del piano con- 
tiene a! più n punti della 
linea. 



Sia F una forma ter- 
naria dell'ordine n nel- 
le variabili t coordinate 
di una retta a; del pia- 
no ; tutte le rette del 
piano, le cui coordinate 
annullano la forma F, 
cioè per lo quali si abbia 

F=^P>,^M', = o 
{r + s + i = n) 

abbiamo detto costituire 
un inviluppo algebrico; 
e tale inviluppo si diri 
della classe n perchè 
per un punto arbitrario 
del piano passano al più 
n rette dell'inviluppo. 
Invero (a sinistrit) la forma /, ordinata per le 
potenze decrescenti della x,, si porrà necessa- 
riamente sotto la forma 

/=noCc^'' + U,.T/-'+ I/j-V -= + ... 

4- U„^!Wi ■+■ K, 

ove le Uà, U,, U^,... [/"„.,, U„ sono rispeltiva- 

raente formo binarie dell'ordine 0, i,"! . . . n — i, 

n nelle variabili -a;, , a;,, cioè si ha in generale: 

quindi se nella /={» ossia se nella: 
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poniamo ccs^o, essa diverrà; 



la quale non è altro che un'equazione del grado 

n nei parametro -' dei punti della linoa che si 

trovano sulla retta fondamentale a,. Tale equa- 
zione algebrica dk dunque al più n valori por il 

parametro —, e quindi n punti della ìinea sulla 

rotta fondamentaio a,. 

D'aifra parte poi possiamo prenderò per retta 
fondaraentate ai una rstla qualunque del piano; 
dunque si e dimostrato la proprietà domandata. 
Correlativamente, sostituendo alle coordinate di 
punti quelle di retto, si dimostra la proprietà a 
destra doll'inviluppo algebrico. 

Le relazioni /=o od F=o si chiamano ri- 
spettivamente V equazioni delia linea o dell'in- 
viluppo da esse determinati. Possiamo così dire: 

Un'equazione algebrica razionale intera omo- 
genea di grado n nelle tre variabili coordinate 
di un punto o di una retta b, ci rappresenta ri- 
spettivamente ima curva algebrica dell'ordine n 
un inviluppo algebrico della elasse n. 

Cosi un'equazione omogenea lineare nello tre 
variabili coordinate di un punto ci rappresenterà 
una curva algebrica del primo ordine; e un'e- 
quazione analoga nello coordinate della rotta ci 
rappresenterà un inviluppo algebrico di 1' clas- 
se, dunque: 
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J07 



La retta e la curva ! // punto-inviluppo è 
algebrica del 1° ordine, l'inviluppo algebrico di 
\ 1' classe. 
5. Se la retta fondamentale iCj^o, ossia a„ 
avesse eolla eurva O"' rappresentata dalla / = o, 
n + i punti in comune, allora l'equazione alge- 
brica che dà i parametri ~ degli n+1 punti 
sulla retta e,, diventa un'identità; cioè essa 
è verificata da qualunque valore di — ; dunque: 



Se da un punto del 
piano partono « + 1 
rette di un inviluppo 
algebì'ico della classe 
n, tutte le rette passanti 
per quel punto appar- 
tengono all'inviluppo; 
il quale si spezzerà in 
un punto -inviluppo, 
cioè in un inviluppo di 
i" classe; e in uno del- 
la elasse n — 1. 
L'espressione generale di una forma ternaria 
/nelle coordinate w' contiene: 

i + a + 3...-f-(»-i;4- 



Se una retta ha in 
comune con una curva 
algebrica dell'ordine n, 
« + 1 punti, tulli i pun- 
ti della retta apparten- 
gono alla linea, la qua- 
le si spezzerà necessa- 
riamente in quella retta 
(cioè in una curva del 
1" ordine) e in una cur- 
va dell'ordine w — 1. 



termini; tanti cioè quanti so ne ottengono dalla 

somma dei numeri dei coefficienti delle forme: 

[.', , £/", , l\...U„.,, IL ; 
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ove, in generale, la Z/^ ha )* + 1 coefficienti. 
L'equazione /= contiene adunque: 



(n 4- 1) (n + 2} 



-1 = 



K{n + 3) 



■ = iV 



coefficienti distinti; e li contiene linearmente. Se 
assumiamo adunque N punti dati per le loro co- 
ordinate; sostituendo nella/, in luogo delle x,, 
le coordinate di ciascuno di tali punti, otterremo 
N equazioni di 1° grarfo fra gH JV coefficienti di- 
stinti, della /= o; e potremo determinare tali co- 
efficienti per mezzo delle N equazioni stesse, in 
funzione delle coordinate degli iV punti, dunque: 

~i-- — '- rette prese 

arbitrariamente nel 
piano appartengono, in 
generale, ad un solo in- 
viluppa della classe n. 
Od anche: 

■■■ ■ — '- rette di un 

inviluppo generale del- 
la classe n bastano a 
determinare tutte le al- 
tre rette dell' inviluppo. 



presi arbitrariamente 
nel piano passa in ge- 
nerale una sola curva 
algebrica dell'ordine n. 

Od anche: 
■ n{n + B) ,. 
5 punCt presi 

arbitrariamente in una 
curva algebrica gene- 
rale dell'ordine n, ba- 
stano a determinare 
tutti gli altri punti di 

In particolare: 

Per cinque punii pas- 
sa una sola curva al- 
gebrica del È" ordine. 



In particolare; 

Cinque rette appar- 
tengono ad un solo de- 
terminato in vii upp 
della È" classe. 
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Due rette determina- 
no un inviluppo di 1' 
classe, cioè un punto- 
inviluppo. 



Due punti determi- 
nano una curva di 1° 
ordine, cioè una retta 
punteggiata. 
6. Siano: 

a^ + >> p^ ^ «'^4- X' p'„ ^ 

l'equazioni dì due fasci di raggi del piano, rife- 
riti fra toro projettivamente per la relazione: 

Al\'+B\ + G\'-¥D=o. 

Se nell'ultima relazione poniamo i valori di X 
e V ricavati dalle primo equazioni, cioè: 



A a^ a'a: — B'^x^'^~C a.'^ P,> + D P^, p'j, = 

la quale rapproseata una curva algebrica del 2° 
ordine, luogo dei punti J di coordinate Xr, che 
sono le intersezioni dei raggi corrispondenti nei 
due fasci projettivi dati; dunque chiamando co- 
nica-luogo od io inviluppo la forma prodotta nel 
modo anzidetto da due fasci projettivi o corre- 
lativamente da due punteggiate projettive, ri- 
sulta : 

Una conica-luogo è I Una conica-inviluppo 
una curva algebrica di \ è un inviluppo algebri- 
È" ordine. I co della S' classe. 

E perchè per cinque punti passa una sola co- 
nica, ed anche una sola curva algebrica di 2= 
ordine, cosi risulta; 
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Le coniche luoghi 10- ] Le eoniche-inviluppi 
no le curve algebriche sono gli inviluppi al- 
del È" ordine. \ gebrici di B' classe. 

Da ultimo siano date nel piano due curve al- 
gebriche l'una dell'ordine n, l'altra dell'ordìoe 
m rappresentale dall'equazioni; 

f - 1 p x'i J!'t x'a = {r+s + i^n) 
■ì=l1Qx'ì cc\ x\==o[r-i- s + t = m). 

Dividendo per ir"s e per .r^j rispettivamente 
/ 
l'equazioni delle due curve, i primi membri -^, 

——■ si oangieranno in funzioni algebriche razio- 
nali intere, ma non omogenee, dei due parametri 
—, — ; la prima funzione ~- =/, sarà del grado 
n, cioè la somma degli esponenti delle variabili 



non potrà oltrepassare w; e la funziooe algebri- 
ca ^1 = -^- sarà del grado m nelle variabili stes- 
se. Possiamo quindi prendere l'equazioni: 

algebriche razionali intere, ma non omogenee, 
fra i due parameiri 

3", ir, 

per equazioni delle curve algebriche considerate. 
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Sarà poi bene immaginare l'equazione lielle 
curve algebriche sotto l'ultima forma, quando si 
vogliano trovare 1 punti comuni alle due linee. 
Giacché è chiaro che i punti nominati sono quelli 
dati dalle soluzioni comuni alle due equazioni 



l'una del grado n, l'altra del grado m nelle in- 
cognite x, )/; poiché tali soluzioni somministre- 
ranno appunto le coppie di parametri x, y che 
determinano i punti domandati; e avuti i para- 
metri X, y dei punti sapremo anche assegnare 
le terne di numeri che costituiscono le coordi- 
nate ocr dei punti stossi; per Eanto coneludiamo: 



Due curve algebriche 
in un piano, l'una deU 
V ordine n, l'altra del- 
l'ordine m, hanno al 
P&i m n punii comuni. 



Bue inviluppi alge- 
hriciin un piano, l'uno 
della classe n, l' altro 
della classe m, hanno 
al piti m n rette comuni. 



E chiamando, anche pel piano immaginario, un 
punto i cui parametri x, y siano numeri com- 
plessi possiamo dire: 



n piano, due 
ve algebriche l'una del- 
l'ordine n, l'altra del- 
l'ordine m, si tagliano 
in mn punti; tutU o 
m parte reati distinti 
o coincidenti, oppure 
immaginarii. 



In un piano due in- 
viluppi algebrici l' uno 
della classe n, l'altro 
della c/asse m, hanno 
in comune m n rette, 
tutte a in parte reali, 
distinte o coincidenti, 
oppure immaginarie. 
Si sa poi dall'algebra che lo soluzioni com- 
equazioni algebriche a coefficienti 
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reali, come noi qui supponiamo, sono a due a 
due conjugale; sicché i punti itomagioarii co- 
muni a due curve algebriche sono a due a due 
coniugati; e lo rette immaginarie comuni a due 
inviluppi algebrici sono pure u due a due con- 
jugate. Così io particolare : 



Due coniche- 
un piano hanno 4 pun- 
ti in comune i quali 
possono essere tutti 
in parte reali distinti 
o coincidenti, oppure 
immaginarii ; gli imma- 
ginarii essendo a due a 
■due coniugati. 



Due coniche poste in 
un piano hanno 4 tan- 
genti comuni le quali 
possono essere tutte o 
in parte reali distinte 
coincidenti, oppure 
immaginarie; essendo 
le immaginarie a due 
a due conjugate. 
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TEOEIA BELLE CONICHE 

DELLE QUADRIGHE PEL PIANO 



§ 1. Generalità sulle coniche. 
Coniche degeneri. 

1. Sia: 

f{x) = «„aTi^ + fl,,ir/ + 0^3 a;,' + ^a,^x^ x, + ) 

+ 1 fl j, JCj iCi + 2 a,5 «,»,= (» ì 

l'equazione di una Conica o Quadrica del piano. 
Per ciò che si è detto più sopra risulta subito: 
Projetiando da due punii fissi di una conica 
un punto variabile di essa si ottengono due fa- 
sci proiettivi di raggi. 

2. Siano ora S ed S' i centri di due fasci 
projettivi generatori di una conica (Rg. 9), se il 
pujito variatììle sulla conica si accosta indefini- 
tamente ad uno S dei centri dei due fasci gene- 
ratori per coincidere col centro stesso S. allora il 
raggio SA' che projetta quel punto b il corri- 
spondente del raggio SS' del faseio di cenlro S'. 
Il raggio S A' è dunque la posizione limite di 
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una corda della conica passante per S quando 
il suo estremo variabile tende a coincidere con 
S. Tale retta dicesi la tangente in S alla co- 
nica ed S è il punto di contatto della tangente 




stessa. Possiamo anche dire che tangente ad una 
conica è la retta che taglia la conica in due 
punti consecutivi coincidenti. 

3. Ciò posto, se y,, a- {r =-- I, 2, S) sono lo 
coordinate di duo punti Y, Z del piano, saranno 

,r.^j/„ + X^,.[r = l, 2, 3} 
le coordinato di un punto qualunque della retta 
YZ che li unisce. 
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Ponendo ora in generale: 




y/% = «„■■-■■ + «„'■, + «„«, 1 




Y A, = n„ .r, + 0„ »•, + o„ a-. 


(2) 


-f/'., = (I„.i, + o„.>-, + »,.»'.. 1 




ove «,., = «,^; ed inoltro: 





y ^i/'si + s,/V, + Ss/';-, j ^ 



ed avuto riguardo alla posizione data dall'equa- 
zione (1) della conica, no segue che l'equazione 
quadratica: 

dà i valori dei parametri dei punti in cui la retta 
YZ sega la conica. Se noi ora teniamo fisso il 
punto Y e diciamo ^i, X^ i parametri dei punti 
Jf,, M, in cui la retta variabile YZ sega la 
conica, il rapporto anarmonico dei quattro punti 

I-; Z, M, .. 3f, 
non è altro che: 

quindi l'equazione: 
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rappresenta una retta y che contiene i punti Z 
coniugati armonici di Y rispetto alle coppie di 
punii #1 , if, in cui le trasversali condotte per 
Y segano la conica. Se indichiamo ora con vj,, 
vij, 55j le coordinate della retta y si avrà: 

p )]j --- (7,1 iC, + «32 .Tj + «33 iCg J 

ove p è un numero arbitrario, e quando Y sia 
un punto della conica la retta y passa per Y 
perchè si ha allora 

di piti le intersezioni di tale retta y colla conica 
coincidono nel solo punto F, cioè in tal caso la 
retta y (4) è la tangente in Y alla conica. 

Considerando inoltre per ora una curva gene- 
rale del 2° ordine, supponiamo che i coefficienti 
«r» della sua equazione siano quantità date ar- 
bitrariamente soQza speciali relazioni fra loro e 
quindi io particolare senza che il diseriminante 
della funziono /(a:) ossia il determinante .simme- 
trico : 



sia nullo. Riassumendo, e avuto ri{i;uardo a ciò 
che si è detto nell'ultimo paragrafo del prece- 
dente capitolo, risulta: 
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In tm sistema polare la retta polare di un 
punto Y non è altro che il luogo dei punti eon- 
Jugati armonici del punto Y rispetto alle cop- 
pie di punti in eui le trasversali condotte pel 
POLO Y segano la conica direttrice ; e le rette 
polmi dei punti della conica direttrice non sono 
altro che le tangenti in quei punti alla conica 
stessa. 

4. lodicando al solito con A,. l'elemento re- 
ciproco di Gr, nel determinante a (essendo quin- 
di Art = A,,.) dalle (I) si ricava: 

P' 2/2 = ■'^21 11 + J^2)]2 + ^2,r, 

P' Ps = -^31 11 + -^32 I2 + ^33 ^ 

onde risulta subito che l'equazione: 

F (1) = '^.1 -11' + -^2. *;>' + ^3S ^'-3' + 2 ^23 ^a -la 
+ ^ .-Iji --Ij 5), -[- 2 A,^ JJj j;^ - 

sarà quella che lega le coordinate di una tan- 
jrente qualunque della conica. Cioè l'inviluppo 
delle rette i cui poli sono situati nelle loro rette 
polari è quello formato dalle tangenti della co- 
nica direttrice del sistema polare; ed è un invi- 
luppo algebrico di 2" classe. 

5. Abbiamo già detto che, se indichiamo 
con 

l'equazione generale di un inviluppo algebrico 
di È" elasse, essendo quindi / (?) una funzione 
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omogenea razionale intera del 2° grado delle co- 
ordinate %r della retta, ogni inviluppo algebrico 
di 2' classe è determinato da cinque delle sue 
rette; e che: 

Ogni inviluppo di È' classe è composto delle 
rette ohe eongiungono le coppie dei punii cor- 
rispondenti di due punteggiate proiettive nel 
piano. 

Defluendo quindi, correlativamente alla tan- 
gente, il punto di contatto di una retta di un 
inviluppo, come la posizione limite del punto in 
cui lina retta variabile dell'inviluppo sega la 
retta fissa quando la variabile si accosta inde- 
finitamente a prendere la posizione della retta 
fissa, risulta che i punti di contatto di un invi- 
luppo di 2" elasse formano una conica. Quindi: 

Una tangente variabile di una contea deter- 
mina sopra due tangenti fisse due punteggiate 
proiettive. 

6. Una conica è dunque determinata come 
complesso dei suoi punti, quando ne siano dati 
cinque di essi; oppure come complesso delle sue 
tangenti, ossia come inviluppo quando ne siano 
date cinque. L'equazione dell'inviluppo formato 
dalle tangenti di una conica sì dico l'equazione 
tangenziale della conica; e classe della conica 
non è altro che la classe dell'Inviluppo delle sue 
tangenti. 

Per esprimerò poi che la conica è così una 
curva di 2" ordine e di 2" classe si dice che è 
una curva di 2° grado. 

Per le posizioni fatte risulta che l'equazione 
quadratica nelle s^ {r = 1, 2, 3): 
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F {?/, E, - }/. z,-) = ~f(f^f+f{,j\f [z) = 0, 
che non è altro che quello della conica come ìq- 
viluppo in cui, in luogo delle coordinale -/jr di 
una sua tangente, si pongono i binomi 

&•» =5« - J/a Sa , J/aS.-jr.S^, Z/iS,-2/,S,, 
rappresenta complessivamonto hi coppia delle tan- 
genti alla conica condotte dal punto F lìi coor- 
dinate 3/,.. Correlativamente l'equaziono quadra- 
tica nelle l. {r = 1, 2, 3) 

fin. ?. - ■',. l.) = - FMj' + F (r,) F{l^o] 
che non è altro che, moltiplicata per a, l'equa- 
zione della conica in cui in luogo delle coordi- 
nate Xr di un suo punto si pongono i binomi 

rappresenta, come inviluppi, i punti in cui la 
retta di coordinate >],., sega la conica. 

7. L'equazione tangenziale della conica rap- 
presentata da 

si trova sotto forma di determinante. Se infatti 
siano Ir le coordinate di una tangente arbitraria 
della conica, per ciò che precede, lo quattro e- 
quazioni 

a-j «„ + a^, «,3 + .v^ 01,3 — p ?, =: 

^1 ^ìi + ^a '^aa + ^3 '"ss — F >a = " 
a-j Oj, -|- iCj 0,2 -i- il-a ffj3 — p ìj = . 



Hosted by 



Google 



Geometria analiiiea del % 



debbono coesistere per gli stessi valori delle 
quantità a;,, x^, a-j. p o quindi deve essere 



F(SÌ = 



che è l' equazione tangenziale richiesta perchè 
quella che dà la relazione che passa fra le coor- 
dinate Ir di una tangente qualunque della conica 
e coincide appunto colla già data, ove invece si 
è indicato con v],. le coordinato di una tangente 
corrente della conica stessa. 

Gorre laf ivamo ut e l'equazione localo della conica 
si può mettere sotto forma di determinante ed ò: 



afix) . 



Ed infatti poi se indichiamo appunto con o 
gli elementi reciproci del determinante: 

Au -^1. ^l.a i 
A= A., A,, à„ 1 -^a^ 



reciproco di a, si ha: 
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onde si deduce subito che il primo membro della 
(I)' non è altro ohe af{x). 

Si dicono e o/yw^fa/i rispetto ad una conica due 
punti di cui l'uno è posto sulla polare dell'al- 
tro; e conjugate due rette di cui l'una passa 
pel polo dell'altra. Risulta subito dalle dellni- 
zioni di punti e rette eonjugate che l'equazioni: 



Vz O ^1 ^i ^3 (■ 

j1i3 S; _ 1,1 A^, A,^ y 

Ai3 S-j /Iji ^j3 A^^ y 

^31 3, A^, 4„ A.., y 



F(;i = ' 



afi'J-'h 



A,i A„ 

danno !e condizioni perchè le due rette y, x, e 
i due punii Y, X siano conjugati rispetto alla 
conica. Queste condizioni si trovano allo stesso 
modo che abbiamo operato per ottenere l'equa- 
zione tangenziale di una conica sotto forma di 
determinante. 

Sostituendo in luogo di v],-, ?,. o di //,-, s^ ri- 
Bpettivamente le coordinate 

r„- -f- X J^, J],. + y ;,-; yr + ). S,-, y,. + \' Sr 

di due rette passanti per uno stesso punto yx 
del piano o quelle di due punti di una stessa 
retta YX, l' equazioni ultioie ci dicono: 
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Le coppie di rette coniugate rispetto ad una 
conica passanti per un punto fisso del piano 
sono rette corrugate di una stessa involuzione 
i eui elementi doppii sono le tangenti condotte 
da Questo punto alla contea. 

Correlativamente : 

Le coppie di punti coniugati rispetto ad mia 
conica e giacenti sopra una stessa retta for- 
mano le coppie di punti coniugati di una stessa 
involuzione, i cui elementi doppi sono i punti in 
cui la retta taglia la conica. 

Dicendo coniugato rispetto ad una conica o 
polare un triangolo di cui ogni vertice ha il polo 
del lato opposto, risulta cho di tali triangoli ne 
possiamo concepire infiniti; e se assumiamo uno 
di essi per triangolo fondamentale At, At, A la 
equazione della conica si riduce necessariamente 
alla forma : 

6 la sua equazione tangenziale è: 

tt|| fZj2 «33 

onde si vede come la conica potrà essere imma- 
ginarla, quando fl,ii «aji t^as sono qnantità posi- 
tive, mentre il relativo sistema polare è sempre 
reale. 

8. Consideriamo ora il caso in cui il discri- 
minante a sia nullo. In tal caso coesistono le tre 
oquanioni: 

/'„, = «j, 37, + a,j afj -|- 0,5 oc^ = o 
/'^j = «j, ie, + o^ìì ^'ì -\- «as x^=o 
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per gii stessi rapporti —^, --; e quindi l'equa- 
zioni scrìtte rappresentano tre rette concorrenti 
ìd un punto i cui parametri sono dati da due 
qualunque dell'equazioni stesse; ossia le coordi- 
nate omogenee di tal punto sono proporzionali 
ai reciproci Ay, degli elementi di una qualunque 
orizzontale del determinante a. Questo punto 
appartiene essenzialmente al luogo poietiè per lo 
coordinate o^ di esso, si ha: 

y (o,/'o, + oj'o, -^ oj'o,] =f[o) - (a) 

Se indichiamo con x^ le coordinate di un altro 
punto del luogo si avrà: 

I (^./'., + «^./V, + -r,/V - 0, [b) 

e quindi qualunque sia ^ si ha pure; 

y [>,+>> ''.}A,-h;.o. + K-Fìo;/',^ + ;„^ + 

+ (a:, + >> <>.ì/'^3+>«J ^/(^ + >> 0} = 

so si ha riguardo alle [a] (b) e alle 
e per essere inoltro 
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Segue da ciò che la conica in tal caso si com- 
porrà essenzial monte del sistema di due rette 
m, H passanti per 0; quindi la funzione /(j;) non 
sarà altro che il prodotto di duo funzioni lineari 
ciascuna delie quali eguagliate a zero da una 
delle rette in coi si spezza la conica. L'equazione 
tangenziale della conica si può scrivere- in tal 
caso sotto la forma: 

(^,J, + ^t.,;, + .l„J,' = o 
percliè essendo a = n si ha: 



^i.^.a 



-i„J,, = , 



i3 = 
',0,^3 = 



Nel caso adunque di a = o possiamo dire che 
la conica come inviluppo, ossia l'inviluppo tar- 
mato dalle tangenti di essa, si riduce ad un punto 
contato due volte. Gli è per ciò che dicesi 
un punto doppio della conica luogo, cioè della 
conica formata dal sistema delle due retie. 

9. E bone osservare che la retta polare di un 
punto M passa per 0; e che quindi non è altro 
che la retta che divide armonicamente co! punto 
M, la coppia di rette in cui degenera la conica. 

Viceversa poi se la funzione f(x), primo mem- 
bro dell'equazione della conica, è il prodotto di 
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duo fattori lineari, la conica si scinderà nelle 
rette rappresentate dall' annullarsi di quei fattori 
lineari ed il discriminante di f{x) è nullo. 
Infatti se siano : 

f% = (';, ^, + «2 «s + «. a^a) (?. ^, + ^ '^'i, + h ^J 
il diserimÌDanto a dì /(a;) sarà: 



. -F'^ 



■. + =. P» 



che è identicamente nullo perchè decomponibile 
nella somma di tanti determinanti ciascuno dei 
quah è identicamente nullo. 

10. Correlati vamento se il discriminante del- 
l'equazione di un inviluppo di 2' classe è nullo, 
Vinviluppo degenera in due punti-inviluppi; e, 
come luogo, degenera nella retta cho unisce i 
due punti contata duo volte: e quella retta dt- 
cesi perciò reiia doppia dell'inviluppo. 

Il polo di una retta rispetto all'inviluppo non 
è altro allora che il punto della sua retta dop- 
pia che colla retta data divide armonicamente 
la coppia di punti in cui si spezza in tal caso 
l'inviluppo di 2' classo. 

11. Ritorniamo ora a considerare una conica 
in generalo; supponiamo quindi a non nullo. Se 

/W = o 

è l'equazione della conica, essa passerà per il 
punto fondamentale A^ di coordinate (1, o, o) se 
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la sua equazione è doiia forma: 

Ojj .Tj" 4- «33 x^' + 2 (jjj a-j .T, + 2 a„ .r, x. 

La retta fondamentale A^A^ data dalla: 
jVj = o 

sega ia conica nei punti i cui parametri — sono 

le radici dell'equazione quadratica: 

«83 ^s* + 2 «5, a-, ic, = ; 

una dello radici — di quest'equazione è appunto 

lo zero, ossia uno dei punti d'intersezione è 

quello per cui il parametro — - ò nullo, cioè il 

punto 1, per cui si ha x^^o; l'altro punto di 
intersezione è quello individuato sulìa retta ^^ = 

del parametro — dato dal!' equazione 

«,„ iCj + 2 «3, .T. = 0. 

Se vogliamo quindi che questa %" intersezione 
venga di nuovo a coincidere con A^ sulla retta 
a;,= 0, dovrà essere 



Dunque: 

Se una conica deve passare per un dato punto 
ciò equivale ad assoggettarla ad una condizione 
lineare, dicendo condiisione lineare la defermi- 
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nazione in modo unico di un conciente della 
equazione della conica; e se la conica deve a- 
vere in quel punto utia data tangente ciò equi' 
vale ad assoggettarla ad un'altra condizione li- 
neare. 

Di qui segue che una conica è determinata 
da 4 punti e dalla tangente in uno di essi; op- 
pure da tre punii e dalle tangenti in due di 
essi; e si hanno le delermina%ioni correlative 
pegli inviluppi di 2' classe. 

Se la conica deve passare per ì punti fooda- 
racntali A,, A, e deve avere per tangenti in quei 
punti le rette fondamentali o,, », la sua equa- 
zione si ridurrà alla forma sompiiee 
«25 ^3" + ^ «is s:,x^ = 
e se deve passare pel punto unità la sua equa- 
zione è: 

<-,T,.'/., = (I) 

ed a questa forma si può dunque ridurre l'equa- 
zione di una conica qualunque. Se sia 6 un para- 
metro, si pone 

f,T, = a^, p«j = 0, pìc^-ù"=l, (I) 

per ogni valore di fl avremo le coordinate omo- 
genee di un punto della conica e variando 9 da 
— 00 e + co avrerao i varii punti di essa. Poiché 
le coordinate di un punto della conica sono pro- 
porzionali a funzioni razionali intere di un para- 
metro B, la conica appartiene alle curve ragio- 
nali, e dopo la retta, è la più semplice delle 
algehriche linee piane e dicesi anche la Curva 
normale del piano. 
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Se 0,, Sj sono i parametri di due puoti . 
Mfj^ della conica Te 



'*'i — (^ + ^ò *s + ^1 ^ ■■^s = 
rappresenta la ri>ttu che li congiuuge. 



1 equazione 

rappresenta la tangente alla conica nel punto Md 
di parametro 0. 
Il discriminanfe dell'equazione quadratica in 



il cui annullarsi dà la condizione perchè le ra- 
dici dell'equazione siano eguali e nello stesso 
tempo dà l'equazione della conica: dunque un 
punto della conica è. appunto da considerarsi 
come la intersetiione di due tangenti consecutive 
coincidenti. 

12. Se siano 0, 0' i parametri di due punti, 
e si ponga fra essi la relazione bilineare: 

A^b' + B^ + C(i' +D = o (e) 

abbiamo allora una corrispondenza uniTOca fra 
i punti della conica. La corrispondenza ò determi- 
nata ([uando siano date tre coppie di punti cor- 
rispondenti, e se siano Or i pararaefri di quattro 
punti 

3h. (r = l, ^, 3, 4) 
e eV rispettivamente quelli dei loro corrispon- 
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(lenti Mii'.- {r = 1, 2, 3, 4), si avrà 

_ 0, — e^ 

fo, 0, 0, o; = — : — : 



\ > ■' " 'I O'j — O'j f>\ — 'i\ 

Inoltre vi saranno due punti unilt, ciascuno 
cioè corrispondente a sé stesso; i parametri di 
tali punti essendo dati dall'equazione quadratica 

Al>' + {D + C)(l + D = o. 

Quindi l'equazione: 

vi ff, + (B + C} ìf, + 7> iCj = 

rappresenta la rotta ff dei due punti uniti. Se ora 
siano 6, k' Ì parametri di due punii Mo, Ma.' non 
corrispondenti, e 0', a quelli dei rispettivi corri- 
spondenti Jtfi)', Ma.; la retta ;; dei punti uniti e 
le due M<iU-,!, M¥ M^: 



-{" + ^') a:. + «' 
- [V + x) a;^ + 0' 9 



= 0, 



che rispettivamente congiungono i punti Ma. 
non corrispondenti e i loro corrispondenti l 
Me, passano per uno stesso punto. 
Infatti: perciiè ciò sìa deve essere 

I A B + G D 



' \ 1 

i 1 



-> + "■ 

- (9 + .■ 
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Ora essendo M-j., M-j e Ms, Mh' coppie di 
punti corrispondenti i loro parametri soddisfano 
all'equazione (e); e lo sviluppo di A si (rova es- 
sere: 

[B + C) (y a - «■ 0) - (5 -}- C) (0' a - i' 0} 

che e appunto nullo. 

Si osservi ora che so M-^ è un punto fisso della 
conica ed Ma al solito un punto variabile di essa, 
l'equazione 

iCi — K a^a 4- S (a J"3 — ìTj) = 

rappresenta il fascio di raggi cherdal punto fìsso 
Jtr„ della conica projetla i! punto variabile JI/o. 

Il rapporto anarmonico dei quattro raggi che 
projettano rispettivamenfe i punti 
Mti: (?' = !, 2, 3, 4) 
È precisamente (0, 0^ % 8,) che è appunto sempre 
il medesimo qualunque sia il centro Mt di pro- 
iezione. Diremo quindi (0, 0, Oa 0,) il rapporto a- 
oarmonico dei quattro punti: 

Mi,. (j' = l, 2, 3, 4) 
della conica. 

Se diciamo projettive due serie di punti di una 
conica quando siano projettivi i fasci di raggi 
che projettano le due serie da due punti qual- 
sivogliano della conica, ne risulta che l'equa- 
zione (e) è quella Aq\\& projettivilà delle serie di 
punti sulla conica ed ha luogo il teorema: 

Se sopra una conica si abbiano due serie prò- 
Jeftive di puntij od anche: se una conica è ri- 
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ferita projeltivamente a sé slessa, le coppie di 
rette che congiungono due punti non eorn'spon- 
denti e i loro corrispondenli si tagliano in punti 
di una reità fissa. 

13. I punii ^ fì', C, A',n,C' di una co- 
nica prosi in un ordine doterminato, per esem- 
pio: nell'ordine scritto, formeranno un esagono 
semplice che avendo i suoi vertici sulla conica 
si dice inscritto nella conica stessa. In un esa- 
gono semplice sono opposti due lali come AB', 
A' B separati da una parte e dall'altra da un 
nuovo vertice; e si dice punto diagonale il punto 
d'incontro di due lali opposti. Quando i tre punti 
diagonali sono in linea retta l'esagono si dice 
di Pascal, e la retta dei punti diagonali si dice 
la retta di Pascal, Per queste definizioni segue 
il teorema ; 

Ogni esagono semplice inscritto in una conica 
è un esagono di Pascal. 

Ed invero se AB'VA'BC ò un esagono sem- 
plice inscritto nella conica; 1 vertici .ABC di 
posto dispari e 1 vertici A' B CJ di posto pari, 
presi come corrispondenti ai primi, determinano 
una corrispondenza projeltiva fra i punti della 
conica e pel teorema precedente le coppie di 
rette: 

AW, A'B; BG, B' C; CA', C'A 

si tagliano in punti di una rotta fissa il che di- 
mostra il teorema enunciato. 

14, Avremo una corrispondenza projeltiva 
involuloria quando l'equazione della projettlvità 
sia simmetrica rispetto a 9, S' ossia quando sìa 
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B~G; e l'equazione della forma; 

Risulla quindi : 

Se sopra una conica si ha un'involuzione di 
puntile rette che eongiungono le coppie di punti 
coniugati dell'involuzione passano per un punto 
fisso 0. 

Le coordinate di sono o^, Oi, Os. I punti 
doppii dell'involuzione hanno per parametri ie 
radici dell' equazione quadratica 

o^O* — 2o, + o, = o. 

La retta *; clie li unisce ha per equazione: 
e^ar, — Stì^iCi + OjiCj^o. 

Dunque g è la retta polare di 0, nel sistema 
polare individuato della conica data; ed è an- 
che la retta che unisce i punti di contatto (reali 
immaginarii) delle tangenti condotte da alla 
conica. 

15. In modo analogo si potrebbero dimo- 
strare i teoremi relativi al pentagono, ai qua- 
drangolo semplici, al triangolo inscritti nella co- 
nica. 

16. Sostituendo poi alle coordinate di punti 
lo coordinate di rotte e viceversa, si hanno le 
proprietà correlative relative agli inviluppi di %' 
classe, cioè alla serie delio tangenti di una co- 
nica. In particolare di un esagono semplice si 
diranno diagonali le rette che eongiungono le 
coppie di vertici opposti (vertici opposti essendo 
quelli separati da una parte e dall'altra da altri 
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due nuovi vertici); e diremo Esagono di Brian' 
ckon ogDÌ esagono le cui diagonali passano per 
un punto (punto di Briauehon). 

Dicendo da ultimo cireoseritlo ad una conica 
ogni poligono i cui lati sono tangenti alla co- 
nica, avruino il teorema di Brlanchon (correlativo 
di quello di Pascal), cioè; 

Ogni esagono semplice circosertlto ad una co- 
nica è un esagono di Brianchon. 

E si potranno diraostrape i teoremi relativi al 
pentagono, al quadrangolo semplici e al trian- 
golo circoscritti, che discendono anche come casi 
limili di quello di Pascal (v. Manuale ProjeUiva). 



§ %. Classificazione delle Coniche. Ellisse, Iperbole, 
Parabola. Cenlro-diametri ed assi delle coniche, 

1. Trasformiamo le coordinate projeitive in 
coordinate cartesiane. 
Allora l'equazione 

/(■'■3-0 

di una conica si trasformerà in un'equazione di 
2" grado non omogenea fra le coordinate x, y 
cartesiane di un punto della conica; cioà in una 
equazione il cui primo membro /(j!^/) sarà una 
funzione di 2" giudo non omogenea delle due 
variabili x y, sia dunque: 

f[xy) = Ax'-\-ni/-^'^G^-2A'y+ ) 



tB' a:^lC'xy=o ) ^*^ 
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[a forma dell'equazione di una conica in coordi- 
nate cartesiane. 
Ponendo: 



il che è sempre possibile, l'equazione si potrà al- 
lora rendere omogenea e diventa 

f{x] ^A^.' + B x/ -I- C .r,= + A' x,^,+ ) 

2 B' a-, .r. -1- 2 C j:, ìTj = 0. ) '^^ 

Per passare dalla forma omogenea alla primitiva 
basta fare x^^l, ed cc,=x, y.=y\ od anche 
dividere l'equazione per a-/ ed avere riguardo 
alle posizioni fatte. 

Del resto i numeri x,, ar,, x^ di cui i rapporti 
dei primi due al 3" danno le coordinate carte- 
siani) di uu punto da ossi quicdi determinato, 
saranno dette le coordinate omogenee cartesiane 
del punto; e possiamo trattarle come le coordi- 
nate projettìve. Cosi so y,, s^ ('' = 1, % 3) sono 
le coordinate eartesiane omogenee dei punti F, 
Z; ]6 formole 

3r. = 2/. + ).s.>-l,2,3) [1] 

per ogni valore di X, servono a dare le coordi- 
nate X,- analoghe di un punto della retta Y Z. 

Sosti-tuendo l'espressione (2) nella (IJ' otter- 
remo l'equazione quadralica in X che determina 
i parametri X dei punti in cui la retta sega la 
conica; e quindi, tenendo conto delle già usate 
notazioni, 1' equazione 
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ove ]o coordinate j/,- sono quelle di uu punto 
fìsso Fé le Sr quello di un punto variabile Z, sarà 
quella della retta polare del punto Y; oppure 
quella della tangenle alla conica nel punto V 
stesso, se F appartiene alla conica. Chiamiamo 
coordinate plucheriane omogenee di una retta i 
numeri Zi, lì, la di cui i rapporti dei primi due 
al terzo siano le coordinate plucheriane della 
retta stessa, sia cioè: 






iendo 



l'equazione della retta. Le coordinate Ir omoge- 
nee della retta polare del punto X di coordinate 
Xr saranno date dalle formole: 

fi,= ■!-/',, = £;',, + «,. + 4-,, 

II discriminante della /(a:) è 

I A a n ; 

o = j e B A' I 

\b' A! C j 
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ed iiKlichererao con a, p, y. a', p', y' gli elementi 
reciproci rìspottivaraeiite de^li elementi A, B, C, 
A',li',0' nel discriminante a. L'equazione tan- 
genziale della conica io coordinate omogenee 
plucheriaue è quindi: 

F{l] = o. =,= + ^ ;/ + ^ y + 2 a' l, l, + 
2&'=,^, + 27'?, ;, = o; 
l'equazione tanjjenzialo: 

sarà quella del polo della retta y di coordinato 
■Ir; e te coordinate omogenee cartesiano del polo 
stosso saranno date dalle formolo: 

p' «, = k' ?, + -/ S, + p' =, 

p' 31. - y' ?. + M= + ^' li 

e dalle coordinate omogenee di un punto di 
una retta si passa rispettivamente alle relative 
cartesiana e plucheriane ordinarie facendo i rap- 
porti delle prime due re,, x^ alla rimanente x^. 

2. Ciò posto, osserviamo che per le coordi- 
nate omogenee di un punto qualunque all'infinito 
del piano si avrà iCj — 0; perchè in generale le 
cartesiaue hanno entrambe valori infiniti. In una 
parola possiamo appunto dire ohe 

.Tj = 

è l'equazione della retta ali" infinito del piano; 9 
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che quindi i punti all'inlìriito di una conica sono 
i punti all'infinito delle tino rette condotte per 




l'origine 6 rappresentate dall'equazione: 

ossia in coordinate cartesiane non omogenee 
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S / V/ '' 


/ / !v'\. ì 


.._-_A-X_ 


^^^\\\ 


/ 


^ 1 -- 

V 

1 





Ita conica avrà adunque due punti reali di- 
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stinli all'infinito, oppure, li avrà coincidenti; 
oppure immaginariij ossìa non avrà alcun punto 
all'infinito, secondo che sia rispettivamente 

C'= — A 5 > («) 

C"-AB = o (li) 

C" — AB<o (e) 

giacché C* — AB ò il diseriminanie dell' equa- 
zione quadratica che dà i parametri — delle rette 

che dall' origioe vanno ai punti all'infinito della 
conica. 

Nei caso fa) la conica sì estende all'inOnito 
in due differenti direzioni e si dice Iperbole (fl- 
gura 10). 

Nel caso (6) la conica si estende all'iafioito 
in due direzioni coincidenti ed ha per tangente 
la reLla all'infinito del piano e dicesi Parabola 
(fig. 11). 

Finalmente nel caso (e) la conica non ha alcun 
punto all'infinito e dicesi Ellisse (fig. 12). 

Abbiamo in tal modo classificate le coniche per 
riguardo alla loro forma. 

3. Consideriamo l'Iperbole e l'Ellisse in cui 
il discriminante 

^ = C'^-AB 

è differente da zero. Le coordinate omogenee del 
polo delia retta all'infinito del piano, sono date 
dalle formole 
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e per essere y = — i difTeretite da zero ; no i 




sulta che il polo della retta all' infinito in fat 
caso è un punto al finito le cui coordinate car- 
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ordinarie x^, p„ hanno le espressioni: 
f CA'-Iìli' 1 

Il punto al fluito che nell'Ellisse e nell'Iper- 
bole è il polo della retta all'iofiDito, dicesi il 
centro di quelle coniche. Diametro è poi ogui 
retta condotta pel centro. 

Dalle (3)' risulta di nuovo che il polo della 
retta all' infinito non è altro ohe il punto di co- 
ordinate (7); perchè ì valori di tali coordinate 
debbono essere le soluzioni delle due equazioDÌ 

Ax + C'^ + li' = ) 

C'x + By + A'^o ) ^^^ 

dì 1° grado nelle x, y. 

4. Per semplificare, trasportiamo gli assi pa- 
rallelamente a sé stessi ad avere l'origine nel 
centro 0' della conica (Ellisse o Iperbole), sicché 
per trasformare l'equazioni nelle nuove coordi- 
nate af, y' di un punto di primitive coordinate 
se, y, avremo le relazioni: 

« = ■'e' + jtd , y = y' + V'- 

e l'equazione della conica rispetto ai nuovi assi 
in coordinate ordinarie è: 

Aìo'^ -irfG' X' y' ■{■ By'^ + 0.^ = (6) 



Hosted by 



Google 



142 Geometrìa analitica del piano. 

ove si è posto: 

A„ = ^ «„" + 2 C X, y, + fi y„= + C 

e lo coordinate plucheriaiie t, u deila rotta po- 
lare de! punto ili coordinate x, y (rispetto ai 
nuovi assi) sono date dalle formolo 



( = 



Ax+ C !i 



C'x + By 



ì 



da cui si ricava reciprocamente 

^ AB-G- ) 

Intanto i eriterii dati, peretié la conica conisi- 
derata sia un Ellisse o un Iperbole, sono ap- 
punto gli stessi di quelli trovati rispetto ai pri- 
mitivi assi. Soltimto possiamo subito osservare 
che la curva è mmmelrina intorno al centro; 
cioè i punti della linea sono, sopra uno stesso 
diametro, a due a duo equidistanti dai centro. 
Ed invero se x', y' sono le coordinate di un 
punto M delia conica, l'equazione (6) della linea 
è soddisfatta dai valori di tali coordinate; ma è 
soddisfatta allora dallo coordinate —x', —y'; che 
sono quelle del punto M' situato sulla retta 0' M 
cbe unisce l'origine 0' degli assi col punto M, 
per modo che 0' M' = 0'M in valore assoluto. 
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5. L'equazione quadratica; 

serve a determinare i parametri h delle rette che 
dall'origine degli assi vanno ai punti all'influito 
delia conica e per valori di tali parametri avremo: 

-a - jc '-AB 



Qualunque sia la conica dotata di centro, to- 
gliendo d'ora innanzi g^li accenti alle nuove co- 
ordinate, saranno 

p = h,x, y = h^x 

l'equazioni delle rette nominate ed avendosi iden- 
ticamente : 

/?. (y — A. ir) (j/ -h^x) = 

= ni,' + ^C'xy+Ax\ 
l'equazione di una conica dotata di centro si 
può sempre porre sotto la forma 

B{y~hy x] {ij - hi x] + \ = o (8) 

Le rette (immaginarie per l'Ellisse e reali per 
l'Iperbole) rappresentate dall'equazioni 
y — hiX'^o y — hiX = Q 
sono dunque tangenti alla conica nei suoi punti 
all'infinito e diconsì gli assintoti dì essa, i quali 
sono quindi reali per l'Iperbole e immaginarti 
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per l'Ellisse. Gli assinloti sono poi i raggi dop- 
pii dell' involuzione formala dalle coppie di dia- 
metri conjugali rispetto alla cornea stessa. Se- 
gue (la ciò, seuz'aitro, che l'equazione 

Bhh' + C'[h + h'] + A = o (9) 

rappresenta la Involuzione dei diameirì nell'El- 
lisse e nell'Iperbole; perchè non è altro che una 
relazione bilineare e simmetrica rispetto ai pa- 
rametri h, h' di due diametri che rappresenta 
quindi un'ipvoluzione e precisamente quella i 
cut elementi doppìi sono gli assintoti della co- 
nica. 

Nel caso deH'Kllisse può avvenire che l'invo- 
luzione negativa dei diametri eonjugati si iden- 
tifichi con quella l'ormata da angoli retti; il che 
accadrà sempre se esistano due coppie di dia- 
metri coDJugati ad angoli retti (vedi Cap. II); ed 
in tal caso sarà: 

B _ a _ ^ _ . 



6 l'equazione della conica è 



Quindi se £" è positivo la conica in tal caso è 
una circonferenza che ha appunto il centro nel- 
l'origine degli assi e per raggio \JK. Sa K è ne- 
gativo allora !' equazione non rappresenta una 



Hosted by 



Google 



Geometria analiiioa del piano. 145 

conica reale, giacché non è soddisfatta da valori 
reali delle coordinate. 

Però l'equaziOQe individua un sistema polare 
che ha la stessa proprietà di quello individuato 
da una circonferenza, cioè: 

La reità polare di un punto è perpendicolare 
alla reità che unisce il polo coli' origine (centro 
del cerchio). 

Ritorneremo più avanti a dire sulla circonfe- 
renza, caso adunque particolare dell'Iilllisse. 

6. Le relazioni che servono a passare da^li 
assi X, y a. cui è riferita la conica ad allri due 
assi aventi la stessa origine, rappresentati dal- 
l'equazioni 

y~hx, v=h' X, 
sono della forma 

h x — y = lx' 
h' x — y = ^.ij' 
indicando al solito con le' ed y' le nuovo coor- 
dinato del punto M di coordinate primitivo x, y. 

Dalle forinole poste si ricava 



— h' Ix' -h h li?/' 

Uuindi l'equazione della conica riferita ai nuo- 
lì assi diventa: 

-n^x'y'{A*C'{h*h']*Bhh']*[h-h'i'li,= o. 
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Ed il eriterio perchè la conica sia un'Iperbole 
od una Ellisse è dato da 

(C" - ^ Ti) [A - ft'jUV' >< 
appunto quello di prima, 

Se i due assi scelti sono due diametri conju- 
gati della cooioa, allora per la (9) l'equazione 
della conica si mette sotto la forma: 

omettendo gli accenti alle nuove coordinate. In 
altri termini l'equazione dell'Ellisse e dell'Iper- 
bole quando si prenda per origine il centro, e 
per assi coordinati una coppia di diametri eoD- 
jugati, risulterà della forma 

Lx' + My-'-\-P=^o (I) 

L'equazione della Ellisse e dell'iperbole sotto 
la forma ora trovata si poteva dedurre subito 
osservando che il triangolo formato dalla retta 
all'infitiito e da due diametri coniugati della co- 
nica (Ellisse Iperbole) è un triangolo polare 
rispetto alla conica stessa, dunque la sua equa- 
zione in coordinate omogenee cartesiane sarà 
della forma : 

opperò sarà della forma (I) nelle ordinarie ear- 
tesiane non omogenee. 

Osserviamo poi che i coefficienti della forma 
(I) non debbono essere tutti positivi se vogliamo 
che l'equazione rappresenti una curva reale, pcr- 
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che 86 L, M, iV fossero positivi la curva è itn,' 
maginaria in quanto che l'equazione non è sod- 
disfatta da valori reali dello eoordioate; però in- 
dividua un Sistema polare del piano. 

I coefficienti della (I) non possono essere dun- 
que tutti i positivi se vo{!;lÌanio che rappresenti 
una conica reale. Segue iraraediafamente che nel 
caso dell'Iperbole l'equazione della conica riferita 
a due diametri conjugati si ridurrà alla forma: 

4---f-]- = l (li) 

a^ o' 

oppure: 

-f^-^'-i «»' 

quindi: 

Dei due diametri conjugati di una Iperbole 
uno sega la linea in punti reali, l'altro in punti 
immaginari, oppure, geometricamente parlando, 
non sega la linea. 

Sotto la prima forma è l'asse delle ^ che non 
taglia riperbole, sotto la 2° lorma è invece l'as- 
se delle ^. 

Nel caso dell'Ellisse l'equazione di essa, rife- 
rita a due diametri conjugati, è 

-5-+-fT-l. (Ili) 

Nell'Ellisse tutti i diametri segano la linea in 
due punti simmetrici rispetto a! centro. 
In generale diremo anche diametro di una oo- 
del diametro stesso, cioè la 
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porzione di segmento di diametro intercetto fra 
la linea. Così nell'Ellisse data dalla (III) saranno 
«, b due semidiametri oonjugali. Nell'Iperbole, 
data dalla (H) sarà a un semidiametro, e per 
misura del semidiametro conjugato che non ta- 
glia la linea si prenderà il numero b che si dirà 
quindi il semidiametro immaginario o transver- 
so conjugato ad a. 

7. Se l'oquiizione dell'Ellisse o dell'Iperbole 
è soddisfatta dal punto di coordinate w, y è sod- 
disfatta pure da quello di coordinate — x^y op- 
pure x, —y dunque: ^ 

Nell'Ellisse e nell'Iperbole di due diametri 
conjugaii l'uno divide per metà le corde paxal- 
lele all'altro. 

Ciò doveva essere necessariamente, avuto ri- 
guardo che ogni diametro di una conica non ò 
altro che la polare di un punto all'infinito, e 
quindi tale retta polare deve contenero i punti 
di mezzo di tutte le corde (parallele) che si dirì- 
gono al polo del diameiro. 

8. D'ora avanti prenderemo l'equazione (II) 
dell'Iperbole e la (HI) per l'Ellisse. 

Jj'equazioni quindi 



- + 



y 



rappresentano gli assinioti dell'Iperbole consi- 
derata. Hi vede subito che la retta che unisce 
gli estremi di due semidiametri conjugati è pa- 
rallela ad un assiutoto. Quindi la costruzione 
degli assintoti dati in posizione ed in grandezza 
due semidiametri conjugati dall'Iperboìe. 
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L'involuzione dei diametri conjugati dell'Iper- 
bole e dell'Eilisse sono rispettivamente date dat- 
l'eqaazioDi; 

hh'-^ = o, hh'Jr^^o (IV) 

essendo al solito h, h' i parametri di due dia- 
metri coniugati quali si vogliano. 

Gli asintoti (reali o immaginari) debbono es- 
sere i raggi doppii dell'involuzione e dividono 
armonieamento una coppia qualunque di diame- 
tri coniugali. In una conica qualunque, Eilìsse, 
Iperbole o Parabola, chiameremo asse ogni dia- 
metro, cioè ogni retta ciie essendo diretta al 
polo della ratta all'infinito, sia normale ad una 
sua eorda conjugata. L'Ellisse e l'Iperbole hanno 
adunque gli assi che sono ì raggi eho, nell'ìn- 
voluKiono dei diametri essendo fra loro conju- 
gati, sono anche ad angolo retto. Per determi- 
narli, osserviamo che, indicando con h, h' i loro 
parametri, essi dovranno soddisfare aila rela- 
zione: 

1 -1- (A + fe') cos co -H /( A' = 

w essendo al solito l'angolo degli assi, ossia dei 
due semidiametri conjugati a, b; onde la rela- 
zione: 

1 + (A -f- h') cos w ± — ^ = 

servirà a delerminare la somma dei parameirl 
degli assi, e l'equazione dell'involuzione (IV) dà 
il prodotto. 
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Quindi requaKÌoiii quadratiche: 



/i* H — h - —5- = 

a aos't a 

hanno por radìei i parametri A degli assi dfillii 
Iperbole e deli'Elisse. La forma dell'equazione 
dell' Ellisse e dell'Iperbole riferite agli assi o ad 
una eoppia qualunque di diameìri coniugati è la 
stessa. 

9. L' equazione 



yy 



= 1 



rappresenta la polare del punto x', y' rispetto 
all'Ellisse; oppure la tangente se il punto w',y' 
è UQ punto della linea, cioè so: 

a 

Se ora conduciamo le tangenti agli estremi del 
diametro ta, queste saranno parallele, e paral- 
lele al diametro, conjugato §6. Lo ordinato i/,, 
y, dei punti in cui la tangente nel punto x', y' 
taglia te nominate tangenti parallele sono date 
dalie formolo: 

onde 

"■=f('-^) = - 
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E poiché reciprocamente, i punti tii contatto di 
due tangenti parallele sono coogiuate da un dia- 
metro, ne segue il teorema: 

Nell'Ellisse il reltangolo dei segmenti, inter- 
cetti da una tangente variabile ed i punti di 
contatto di due tangenti paracele fisse è co- 
stante; ed eguale al quadrato del semidiametro 
parallelo alle tangenti fìsse. 

In modo aoaiogo si dimostra il teorema per 
l'Iperbole. Il rettangolo nominato ò in tal caso 
negativo ed eguale al quadrato del semidiamelro 
parallelo alle tangenti Asse, preso col segno —, 
10. Se x', y' sono le coordinate di un'estre- 
mità di un diametro dell'Ellisse, sicché si abbia 



x' y' 
l'equazione del diametro stesso, sarà: 
XX' yy' ^ 
a' 6' 

queUa del suo coniugato. 

Quindi indicando cou x", y" le coordinate di 
un'estremità del diametro nominato, st avrà su- 
bito; 

!/'■' __ x' h* _ x'^ 

b^ a^ y"' -V b^ x'^ a" 

onde le coordinate x'', y" dei due estremi del 
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rlìametro conjugato al prirao saranno (iato dallo 
forraole : 



Giiiamaado ora con a' il semidiametro che ha 
per estremo il punto x', y' e con b' il suo con- 
jugato, si avrà: 

a" = x''^ + ?/'* + 'ìx' ij' coso 
ed invece 

b" = — ^ \-- ,, 2 a:' (/'costo 

a' ò' 

onde sommando e avuto riguardo che a/, y' è 
un punto dell'Ellisse si ottiene subito: 
(["-|- è'^ = a' + 6'. 

Nell'Ellisse la somma dei quadrati di due se- 
midiametri coniugati è costante ed eguale quindi 
alla somma dei quadrati dei semiassi. 

In modo analogo essendo per l'Iperbole: 



r equazione del diametro conjugato a quello che 
passa pel punto a/ y' della linea, ne segue che 
lo formolo 

b a a b 

danno lo coordinate dei punti iinmagìnarii di in- 
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coatro del diametro nomioalo colia linea. Indi- 
cando quindi con a', b' le lunghezze dei semi- 
diametri conjugati considerati avremo: 



-— ■;—-!- 2. ^''^/'cos 



a"_ j) ' = a' _ h^. 

Cioè nell'Iperbole è coslanle la differenza dei 
quadrati di due sem'ì diametri coniugati. 

11. Poiché l'involuzione dei diametri dei- 
TElIisse è negativa, V una coppia di diametri 
conjugati separa un'altra eoppia <iuHluaque dei 
diametri stessi. Cosicché di due diametri conju- 
gati ve ne ha sempre uno Ì cui due estremi 
hanno le coordinate o tutto due positive o tutte 
duo negative. Siano a', b' due semidiametri con- 
jugati e siano appunto x', y' lo coordinate posi- 
tive dell'estremo di a'; allora lo coordinate del- 
l'estremo di h' sono; 



bx' 



a?/ 



e quindi l'area i del parallelogrammo eostruito 
su a', b' come lati sarà data da: 

A ■= [x' y" — x" y'] sen u = 

a b (-^^- + -|^| sen o, = « J sen w. 

Dunque: 



Hosted by 



Google 



154 Geometria analilica del piano. 

Ji parallelogrammo cosli-mlo sopra due se- 
midiametri coniugati dell' Ellisse come lati, ha 
wn'ARBA costante. 

È quindi costante anclie l'area d'ogni paral- 
lelogrammo inscritto nell'Ellisse ed avente per 
ili duo diametri conjugati. È chiaro che 
lodo del tutto analogo si dimostra lo stesso 
ma per l'Iperbole. 
Considerando ancora i seraìdiametrì eonjugati 
a', h' s tenendo conto dalle denominazioni e no- 
tazioni precedenti; i parallelogrammi costruiti 
sopra i due semidiametri a, a\ come lati, e sui 
loro eonjugati 5, b' avranno per aree: 
a a' sen a, b b' son p 

B, p essendo gli angoli iuterni compresi dai lati 
a, a'; b, b' dei parallelogrammi in discorso- 
Ora si ha: 



«' sen 1.: 
sen a := "- — -— 
al 


-, sen fi 


= - 


x' 


'sen 




~b'~ 


per essere 










ay' 


= — 6 ; 








B risulta subito 










a a' sen 


K=6Ù' 


■ sen 


P 





onde i! teorema: 

Nell'Ellisse il parallelogrammo costruito so- 
pra due semidiametri come lati è equivalente a 
quello eostruito sui loro coniugati. 

Od anche: 

Ogni parallelogrammo inscritto neW Ellisse 
avente quindi per diagonali due diametri del- 
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l' Ellisse è equivalente a quello che ha per dia- 
gonali i due diametri coniugati. 

12. Consideriamo ora l'Iperbole riferita a 
due diametri coiijugati rappresentata al solito 
dall'equazione; 

a' ì? ' 

essendo l'asse delie x il diametro che sega la 
linea. 

La tangente nell'estremità del seraìdiaraetro 
a sarà parallela all'asse 1/ e rappresentata dal- 
l'equazione x = a. 

Le ordinate dei punti in cui la tanj^ente no- 
minata taglia gli assintoti dell'Iperbole sono ± b; 
quindi: 

La porzione di tangente all'Iperbole intereetta 
fra gli assintoti è bisecala dal punto di con- 
tatto e la sua grandezza eguaglia il diametro 
parallelo alla tangente stessa. 

Se indichiamo con l, m le porzioni di assin- 
toti intereette dal centro dell'Iperbole e dalla 
tangente nouiiuata, avremo: 

i' = a' + i' + 2 o 5 oos (0 
m' = a' -|- 6' — :2 a 6 cos ■•> 
quindi 



/ m = V [a" — b'] '+ 4 a^ ò' seu V 

Dunque: 

Il triangolo formalo dai due asintoti e da 

ma tangente all' Iperbole ha un'area costante. 

13. Questo ultimo teorema si poteva dedurre 
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dalia forma stessa doll'equazioQe dell'Iperbole 
riferita a due assi che hanno l'origine nel cen- 
tro della conica. Infatti abbiamo visto che 1' o- 
quazione nomiciata è della forma: 

B [y — il, x) [y — h^x]-\- A„ - o 
essendo: 

l'equazioni degli asintoti. 

Prendendo adunque per assi coordinati f^lì as- 
sintoti stessi dell'Iperbole; e dicendo sempre x, 
y le coordinate di un punto corrente dell'Iper- 
bole rispetto ai nuovi assi, l'equazione dell'Iper- 
bole riferita in tal modo agli assintoti sarà della 
forma : 

X y — K, [a] 

K essendo una costante. 

Pe! resto assumendo le coordinate cartesiane 
omogenee, risulta subito (vedi paragrafo prece- 
dente) che l'equazione (nj) è quella appunto di 
ogni conica riferita alle suo tangenti nei punti 
in cui viene tagliata dalla retta all'infinito. La 
polare del punto te', y' è data dall'equazione 

xy' ■\-yx' = %K 
e tale è invece l' equazione della tangente quando 
sia 

x' y' — K. 
I segmenti /, u intercetti dalla tangente sugli 
assi sono 
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dicendo quindi 8 l'angolo degli assi sarà: 

4 A'^ 

= 4 ^ sen 

da cui il teorema già onuaciato sul triaugoio 
formato dai due asintoti o da una tangente al- 
l' Iperbole. 

looltre i quadrati dei segmenti intercetti fra 
il punto Si' y' di contatto della tangente o i duo 
assintoti sono espressi da: 

— ^ +i/'^- 2 A' coso 



x'' A — ^ — 2Zcos ] 

Risulta perciò di nuovo che il punto dì con- 
tatto biseca la parte di tangente all'Iperbole 
compresa fra i due assintoti. So indicliiamo con 
a' il semidiametro il cui estremo sulla conica è 
il punto x', y', sarà 

«'» = x'^ -|- j,'s + 2 a: coe 0. 

Il diametro coniugato di questo è dato dalia 
equazione 

X y' -ìf-yx' -=0 

e sega quindi l'Iperbole nei punti le cui coordi- 
nate sono espresse dalle formole: 

,., _ -A. " -- -A. 

y< " ~' '^ x' ' 
Quindi l'una o l'altra delle espressioni iV) ci dà 
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il quadrato b^ del semidiametro in discorso; ri- 
sulta quindi 

a^ — h^ = i li Qos <ì. 

K di nuovo il teorema che: la differenza dei 
quadrati di due semidiametri coniugati dell'I- 
perbole è costante. 

E si deduce di nuovo ancora che il parallelo- 
grammo costruito sopra due semidiametri del- 
l'Iperbole ha un'area costante. 

14. Prendendo l'equazione dell'Iperbole ri- 
ferita agli a&sintoti risulta subito ctie l'equa- 
zioni 

x — y = o x^-y = o 

sono quelle degli assi dell'Iperbole stessa: per- 
chè tali rette sono le bisettrici degli angoli de- 
gli assi coordinati. 

I quadrati dei semiassi a, b sono dati dallo 
formolo 

tt' = 2^(i-|-cos6) i-^ = 2^(l-cos6). 

Quindi gli assi sono eguali se sia 



cioè: se gli asintoti sono fra loro perpendicolari. 
Viceversa se l'equazioni di un'Iperbole cogli 
assi eguali riferita agli assi stessi sarà della 
forma 

a^ a' ' 
opperò gli assintoti sono fra loro perpendicolari. 
L'iperbole dicesi io tal caso equilatera. Per il 
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teorema dimostrato sulla distanza dei quadrati 
dei semidiametri ooEJugati, risulta che nell'Iper- 
bole equilatera due seraìdiaraetri coujug^afi hanno 
la stessa grandezza. Ed inoltre segue che una 
Iperbole è equilatera se due qualunque semidia- 
metri conjugati sono in grandezze eguali fra 
loro. 



§ S. Della Parabola e del Cerchio. 

1. Consideriamo la parabola e prendendo l'o- 
rigine in un punto della linea per asse delle 
X il diametro passante per e per asse delle y 
la tangente in alla parabola; allora in coordi- 
nate omogenee cartesiane l'equazione della linea 
sarà della forma 

:e^ — 2p^i ^a = 

e quindi in coordinate cartesiano ordinarie sarà 

2. La retta polare di nn punto x', y' rispetto 
alla parabola ha per equazione 

yy'=p'x + x'] 
e quando sia 

^/■' = 2 p «' 
l'equazione considerata rappresenta la tangente 
nel punto x' y'. L'asse delle x ha per polo il 
punto all'infinito dell'asso delle y; ed appunto 
l'asse delle x divide per metà tutta le corde 
della parabola parallele all'asse delle y cioè con' 
Jugate al diametro x. 
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Se sia h il parametro trigonometrico della tan- 
gente ne) punto «' y' tii avrà 

hy'~P- (II) 

Quindi data una retta di parametro trigonome- 
trica h la seconda determina il parametro y' del 
diametro conjugato a quella retta e le coordi- 
nate x' = — „-, y' (tei punto al finito in cui il 

!!■ 
diametro sega la linea. Cioè: 

Esiste una ed una sola tangente alla Parabola 
parallela ad una retta fissa. 

A questa conclusione si può giungere subito 
osservando che da ogni punto aU' infinito del 
piano partendo una tangente alia Parabola, la 
retta all'intìnito del piano, se no può condurre 
da quel punto un'altra ed una sola. 

Essendo al solito w l'angolo degli assi sarà 

,.• = --.-'- 

eos w 
il parametro trigonometrico di una retta qualun- 
que perpendicolare ai diametri della parabola. 
Quindi per la (li) saranno 

, p costui 
p' = -pcos<-> ^-' = - ^ (III) 

le coordinate del punto a! lenito in cui il dia- 
metro conjugato a corde perpendicolari al dia- 
metro stesso taglia la parabola. Ed inoltre 

X-h^'cOS'» + ' -p COSTUI = (IV) 

sarà l'equazione della tangente all'estremità x', 
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y' del diametro stesso, che diremo asse delia Pa- 
rabola. Le (III) servono anche ad esprimere le 
coordinate di un punto qualunque della parabola 
in funzione di un parametro che è cos&i. Si può 
dedurre l'equazione della Parabola partendo dal- 
Tequazione {i^onerale (1) § 2 delle coniche in co- 
ordinate cartesiane. Supponiamo, infatti, che: 

G^-AB = o\ 
aftinché Tequazione rappresenti una Parabola, in 
altri termini, ima conica tangente alla retta al- 
l'infinito, il punto di contatto essendo il punto 
all'infinito delle rette parallele rappresentate 
dall' equasioni 

A .V + C y + ir = 

C-'.': + ii<J + A'^0. 

Ogni ultra rotta parnllela a queste sarà adunque 
diretta al punto di contatto della conica colla 
retta all'inlÌDito, o sarà un diametro della Para- 
bola. Il parametro trigonometrico di un diametro 
della Parabola ù duuque: 



C " B ■ 
Jji retta raiJpreseiilala lìall' equazione 

od aocfio dalla 

yB+ C :■• = o 
ù il diametro dolla Purubola comlotto per l'ori- 
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gine deg;li assi. Per le posizioni fatte l'equazione 
della linea si pone sotto la forma 

Trasportiamo l'origine nel punto della linea di 
coordinate x„, y^ mantenendo gli assi paralleli 
ai primitivi, l'equazìono della conica si ridun'à 
alla forma: 

B[y-hx)^ + Mx-\-Ny = o 

chiamando ancora con x, y lo nuove coordinate 
di un punto. E prendendo l'asse delle x diretto 
secondo il diametro della linea; 

l'equazione della Parabola si porrà sotto la forma 

Hy^ + Kx-it-Ly = o. 

E se l'asse y è tangente nell'origine alla co- 
nica, !a sua equazione sarà: 

y' ^^p x; 

come t-i è trovato per altra via. 
3. Ponendo: 

% % 

t = ---- u--= = (V; 

p eOS 'w p COH CI 

abbiamo l' espressioni delle coordinate pluehe- 
riane di una tangente qualunque alla Parabola 

1 
per mezzo di un parametro che è = secw. 
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Eliminando fra le (V) il parametro sec w, si 
ha V equazione: 

v?^^ t {VI} 

tangenziale della Parabola. 

la generale se si abbia in coordinate pluehe- 
riane l'equazioce di un inviluppo algebrico man- 
cante del termine noto, l'inviluppo contiene la 
retta all'infinito, porche la sua equazione ò sod- 
disfatta Aa. t = u = 0. 

Cosi l'inviluppo formato dalle tangenti di una 
parabola qunlunque sarà data dall'equazione 

« (* -J- p m' + 2 T ( w + 2 «' / -h 2 a' M = 0. 

Una parabola è dunque determinata da quat- 
tro delle sue tangenti. E ciò risulta anco geo- 
metricamente perchè le punteggiate proiettive 
che una tangente variabile determina sopra due 
tangenti fisse nel caso della parabola sono simili; 
quindi por determinare la corrispondenza pro- 
iettiva bastano solo due coppie dì elementi cor- 
rispondenti ìe quali sono date quando siano date 
quattro tangenti della parabola. 

4, Riprendiamo ora il caso in cui la conica 
sia una circonferenjia. Se a^o, y, sono le coordi- 
nate del eentro di un cerchio ed r ne è i! rag- 
gio, sarà: 

(._..,. + (»-».)■-. ) 

-r l[x — Xg) [y — y^] cos ui = r' \ 

l'equazione della circonferenza data riferita ad 
assi qualsivogliano di cui <i> ne è l'angolo. 
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L'equazione della retta polare del punto x' y' 
rispetto al eeretiio è : 

(a; - a;,) {x' - x^, + (7 - y^) (-/' - y.,) + 
[(j;— ir„) [y'—y^ + (y - y^ [x' —x^^ cos o) = r'. 

Ora la retta che eongiuoge il polo x' y' eoi cen- 
tro ha per equazione ; 

X — x„ _ y — Vo 
x' — x„ y' — y, ' 
QuiDdi: 



è il parametro dei diaraelro considerato. Ora il 
parametro trigonometrico della polare ù 

_ l + m cos ui _ 1 4- ft cos ù) 
m + ; cos «1 h + cos IO 

onde: 

/( h' + cos bi (A + A') + 1 = 
6 risulta di nuovo che: 

La polare di un punto x' y' rispetto ad un 
cerchio è normale al diametro che passa pel 
polo. 

Se i! polo o;' y' giaco sul cerchio, la polare 
non è altro che la tangente nel punto w' y' che 
è quindi normale al raggio passante per quel 
punto. 

5. Le coordinate di un punto qualunque dì 
una rotta l passante per l'origino sono espresse 
da 

x^^a y = fh 
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ove a, b sono lo coordinate dì un punto fisso 
che determina la retta, e p il parametro dui punio 
corrente sulla retta. Avendosi poi 

«■'+,'/^ + 2aT;(/ cos u = p' (a' -f- ^' -\-%aì> coS6>) 
ed essendo 

n^ + 6' + 2 a 6 cos 01 = i , 
cosicché a, b sono le coordinate del punto della 
retta alla distanza uno, ne segue che il parame- 
tro arbitrario p è allora la misura delia distanza 
dall'origine al punto corrente x, y della retta. 

Ciò posto indicando con d„ la distanza dall'o- 
rigine al contro C del cerchio, l'equazione qua- 
dratica 

P* - 2 p [( c„ » )/„ eos m) a ib [y„ » x^ cos i-i]] + 

dà le distanze p,, p, dell'origine dai punti dot 

cerchio ove la retta /: 

b 

a 

sega la circonferenza. 

Si tia; 

f, Fu ^ ^'' - »'' 
quindi il teoroma: 

// prodotto dei segmenti intercetti, sopra una 
retta passante per un punio fisso (origina de- 
gli assi), dal punto atesso e dai punii in cui 
il cerchio sega la retta è costante ed eguale al 
quadralo della parte di tangente compresa fra 
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il punto stesso ed il relalivo punto di con- 
tatto, se è un punto esterno al cerchio, cioè 
se la differenza d„' — r* è positiva, ossia se 
d>r. 

Il prodotto p, pj è detto la potrxza del punto 
rispetto al cerchio dato. 

Abbiamo già dotto che il prodotto p, p, è po- 
sitivo se la differenza d„° — r* è positiva, ossia 
(?>)", epperò punto esterno al cerchio, cioè 
da partono due tangenti reali al cercliio; ed 
aliora In potenza è dunque eguale in segno ed 
in valore al quadrato della porzione di tangente 
condotta dal punto 0; ed intercetta fra ed il 
punto di contatto, 

6. Osserviamo che chiamando con A, B le 
projezioni ortogonali del centro sull'asse delle w 
e delle y rispettivamente si ha: 

A=l ~ x„-\-ìu cog u> J 

B = ni ^ye-\-x^ cos «>. ) 

Quindi ponendo 

p — do' — J*', 
ossia indicando con p la potenza dell'origine ri- 
spetto al cerchio, l'equazione della circonferenza 
si pone sotlo la forma: 

x' + y'' + 'ìxyiios<,y — 'ìlx — 'È,my^^ = o. (11) 

Tutti ì cerchi del piano hanno in comune i punti 
immaginarli all'infinito in cui la retta all'ioAnlto 
sega le due rette immaginarie rappresentate com- 
plessivamente dall'equazione: 

x' + y^ -{■ 1 a: y cos'.i = o; 
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punti cha abbiamo appunto detti i punti ciclici 
del piano. Viceversa ogni conica passante por i 
puQti ciclici del piano avrà un'equazione della 
forma ; 

l (x' + y' + ^xi/GOS>^) + iJ.x + <jt/ + y^ = o 

e perciò che precedo ò certamente una circon- 
ferenza; e la sua equazione si identifica colla (II) 
ponendo 

~ = -'^lY = — ^ini = p. 

E appunto date le tre costanli I, m, p il cerchio 
resta determinato: percliè date le ?, m per le (a) 
restano determinate le coordinato del centro, ed 
è pure evidente la costruzione del centro dato 
i segmenti l, m. Essendo dato p e le coordinate 
del centro il raggio è determinato dalla formola 

r' — rf„' — p. 

Il cerchio è quindi reale so d,? >p. 

Se sia ^ = (/„' ossia r = o ailora il cerchio de- 
genera nelle due rette immaginarie, che segan- 
dosi nel punto reale x„, y„, vanno ai punti ci- 
clici del piano. 

Se le eostanti /, m, p che individuano il cer- 
chio diventano infinite, rimanendo finiti i loro 
rapporti 

l t.\ 



ì! cerchio si scinde nella retta all'infinito e nelle 
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retta al Anito rappresentate dall'equazione; 

'^ìlx-\-tmy —p — o 
le cui coordinate pluclioi'iaiie sono quimli: 

_ _2_L __?*" 
V ' P ' 

Se gli assi sono ortogonali i' equazione del eor- 
ehio si pone sotto la ioriua: 

x'-\-y'-t X .,:. -Ìijij.-Vp^o (11)' 

ove le costanti /, m vengono sostituite natural- 
mente dalle stesse coordinate *■„, */„ del centro. 
In generate la determinazione esatta di un 
cerchio dipendo da sole tre costanti. Per tre 
punti dati arbitrariamente nel piano si può con- 
durre una ed una sola circonferenza, ciò che del 
resto si sa anche daUa stessa Geometria elemen- 
tare. Il numero però dei punti che determinano 
una circonferenza è quello stesso che determina 
una conica, perchè si deve toner conto dei punii 
cicliei per cui dehbono passare tutti i corchi 
del piano. 



§ 4. Dei Fuoclii nelle Coniche. 

1. Consideriamo VEtlisse, V Iperbole e la Pa- 
raJjola riferite aii asxi ortogonali; e rappresen- 
tato dalle loro equazioni più semplici: 
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— - > =» m 

it h 

?/' = 2p.,: (Ili) 

Diremo fuoco di una conica ogai puoto del 
plano pel quale lo coppie di raggi coDJugati che 
in esso si incrociano sono costituite da raggi ad 
angolo retto. Basta quindi che per un punto F 
del piano passano due di tali coppie di raggi 
coniugati rispetto alla conica che allora quel 
punto sarà un fuoco. Segue ancora che se esi- 
ste un fuoco questo deve essere sopra uno degli 
assi; e due fuochi di una conica sono essenzial- 
mente congiunti da un asse. 

2. Ciò posto Vequasioni tangenziali dell'El- 
lisse, Iperbole, paraliola sono rispettivamente: 

aH' + b'n' = i (ly 

a' e - b' u' - 1 (II)' 

u'^ — t (III)' 

P 
essendo, al solilo, t u le coordinato plucheriane 
di una retta. Due rette di coordinate plui-heriane 
t,y "li /a> Wj sono coniugate rispetto alli.' Ire co- 
niche se sia: 

a' /, /, - b' H, 't, = l i . 

..... '-;'. + '.!. 

' ' p ' ' j 

Le due rette conjugate suraiino altresì perpondi- 
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colari fra loro se sia; 

/, /, + w.Wj^r). 
Per l'Ellisse si ha quindi: 

Per l'Iperbole: 

e per la Parabola sarà: 

h'-,+ — {i, + i^)=o. {d) 

Indicando con l'origiae degli assi e con M, 
M'; N, N' le coppie di punti in cui una coppia 
qualunque di rette ortogonali conjugate rispetto 
alla conica sega gli assi, l'equazioni (6), (e), (d) 
si traducono nelle seguenti relazioni segmentarie: 

OM.OM' = a^-h\ ON.ON'^-ia'-b") {a}' 

onde il teorema: 

he coppie di punii in cui un asse di una co- 
nica taglia le varie coppie di raggi coniugati 
ad angolo retto sono coppie di punii eonjugati 
di una stessa involuMone i cui elementi doppii 
sono quindi i fuochi della conica. 

Essendo a>6 risulta che: l'Ellisse ha due 
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fuochi reali sull'asse maggiore eqmdisianii dal 
centro della linea che è appunto il punto cen- 
trale dell' involuzione di cui gli elementi doppii 
sono i fuochi- 

Gli altri due fuochi sull'asse minore sono im- 
maginarii. 

La distanza focale, cioè la distanza dal centro 
della lìnea ai fuochi reali F,. B\, h 

F, = -0F,^± ^/a^ - //. 

L'Iperbole ha pure due fuochi reali sull'asse 
reale, cioè sull'asse che sega la linea in punti 
reali, e due fuochi immagtnarii saW asse imma- 
ginario trasverso della linea. I fuochi reali 
F,, F^ hanno dal centro della linea la distanza 

OF, = -OF^^± ■la'TU. 

Nell'Ellisse la disianza focale è il cateto del tri- 
angolo rettangolo di cui il semiasse maggiore e 
il minore ne costituiscono rispettivamente l'ipo- 
tenusa e l'altro cateto. 

Nell'Iperbole la distanza focale è l'ipotenusa 
del triangolo rettangolo i cui cateti sono i semi 
assi della linea. 

La Parabola ha due fuochi reali, uno F al fi- 
nito alla distanza -'■' dal suo vertice 0; ed ù il 

fuoco propriamente dello della Parabola; l'altro 
non è altro che il punto all'infinito dell'asse, 
cioè il punto di contatto della Parabola colla 
retta all'infinito. L'involuzione rappresentata dal- 
la (e)' ì cui elementi doppii sono i fuochi ora 
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nominati della Parabola, è mq' Involuzione sim- 
metrica, vale a riire lo coppie di punti eoiijugati 
si compongono di puati equidistanti da uo punlo 
fisso F, porche ogni coppia ili punti conjugati 
devo dividere ai'inonieamente gli elementi doppii 
ed «no di tali elementi è all'infinito. 
Essendo: 

OM'-OM^MM' 
si ha appunto per la (e)' 



da cui risulta che il fuoco F è punto di mezzo 
di ogni segmento tagliato sali" asse j; delia Pa- 
rabola da due rette coniugate perpendicolari fra 
loro. 

I fuochi y,, F^ reali dell'Ellisse o dell'Iper- 
bole, e il fuoco F al finito della parabola sono 
quelli che noi considereremo in particolare. 

3. Si diranno diretlnci le polari di ogni 
fuoco. Per l'Ellisse l'equazioni delle direttrici 
sono quindi: 

»-=± ,_,»L^ 

pei- l'Iperbult: 
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per la parabola l'equazione della direttrice del 
fuoco F è 



Nell'Ellisse e nell'Iperbole le direttrici sono 
equidistanti dal centro e perpendicolari all'asse. 

Nella parabola la direttrice è perpendicolare 
all'asse ed il vertice equidistante dalla direttrice 
e dal fuoco. 

Si dicono raggi vettori o focali le rette che 
da un punto di una conica ne proiettano i fuo- 
chi. 

4. Posto per l'Ellisse: 



= \j a' - 



l'equazioni; 

Ax = i/'x-ij[x' -c)-y' c= 
}ix = y' X — y [x' Jr e) + y' e = 
rappresentano le due rette che passano pel punto 
x' , y' e rispettivamente per i fuochi f,, h\ del- 
l'Ellisse. Rappresentano quindi i rajjgi vettori 
relativi al punto x' , y' dell'Ellisse, se sia: 

— - ■ ^^'' = 1 
Ciò poslo essendo: 

h = —^'— h' = ~ ?^ 
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i parametri trigouometrioi delle rette in discor- 
so, sì avrà: 

'" " x'^ — e 
e quiudi: 

A ft' - (A + h') —^l-^^^ + -- /- -y=o 

rappresanterà l'involuzione di raggi che projetta 
dal punto x' y' l' involuzione di punti che ha per 
elementi doppii i fuochi. 

I rag;gi eonJQgati. ortogonali sono quelli i cui 
parametri soddisfano aU'oquazioue 

hk' -\- \.=o 
e per questi raggi si ha quindi 

'' — w'^ -\- e' 



h + h'= - 



x' y' 

L'involuzione delle rotte conjugate rispetto al- 
l' ElUsse e concorrenti nel punto x' y y' è rappre- 
sentata daircquazioDo: 

h h' («' - x'^) + (A + A') x' y' -f'^U'^o 

e per i raggi conjugati ortogonali dell'iovolu- 
ziono si avrà: 

A A' + 1 = o 

ft+ft-^j^- f".+''' 
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cioè i rag;gi conjugati ortogonali di quost' ultima 
ìdvoIuzÌouo coiDoidoiio con quelii della prima e 
ciò si deduce subito faciliiiento anche coi. solo 
ragionamento, perchè in entrambe le involuzioni 
ì raggi in discorso sono i raggi conjugati ri- 
spetto alta conica ira loro uormuli, passanti per 
x\ !/'. 

1 raggi doppii dell'ultiiua involuzione sono le 
tangenti condotte dal punto x' y' alla Ellisse, e 
i parametri di tali rette sono quindi le radici 
dell'equazione quadratica: 

A' [a' — »") -{-tlix' y' -\-b'' ~ y" = (f) 
le quali radici sono reali se sia 

x'^ y" - {a' - X-"] (// - >j'\ > 



allora x' y' ò un punto esterno all'Ellisse. Tanto 
nell'una che nell'altra involuzione le retto con- 
jugate perpendicolari sono le bisettrici dei raggi 
doppii; dunque: 

a) Se da un punto a'j y' si conducano le 
tangenti all' Ellisne e te rette che vanno ai fuo- 
chi, l'angolo che una di queste ultime rette fa 
con una tangente eguaglia un corrispondente an- 
golo delVallva retta colla rimanente tangente. 

Se il punto l' >/' è bulla curva si ha allora: 

b) La tangente e la normale in un punto 
all'Ellisse sono le bisettrici degli angoli dei 
raggi vettori relativi a quel punto. 
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5. Del resto se iodichiaiiio con M il punto di 
coordinate a:', y' con F^, F, i fuochi dell'Ellisse 
si vede subito, scrivendo l'equazioni delle biset- 
trici degli angoli dei raggi M F^, MF^, che i pa- 
rameiri A, h' di tali bisettrici sono dato dalie: 

_,/(MF,-^Mt\ì 

"^ Jiì *',(»' -e)- Ml\ («' = e) 

~ M b\{x^ - e) - SI t\{v' + e) 
e ricordando che 

si ricava appanlo 

h /!'=.-! 
ed 

y'^ — -"'^ + e' 



H A' = - 



E quaudo J/ appartiene all'ellisse si ila: 

M X y 

«^ y' h^ x' 

quindi so M appartiene all'Ellisse le bisettrici 
dei raggi focali sono appunto la tangente o k 
normale in M all'Ellisse stessa. 
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I teoremi ora dati valgono e si dimostrano 
allo stesso modo per l'Iperbole. 

6. Dall'equazione quadratica (/) si deduce 
che le tangenti condotte dal punto x', y' all'El- 
lisse sono ortogonali se si ha: 

x'^ + y" = «' + h^ 
onde il teorema: 

e) Il luogo dei vertici degli angoli retti cir- 
coscritti all'Ellisse è un cerchio che ha per rag- 
gio l'ipotenusa del triangolo rettangolo i cui 
cateti sono i semiassi. 

Per l'Iperbole l'equazione del cerchio nomi- 
nato è: 

^n ^ yli _ ((* _ fjS 

cosicché esiste soltanto quando sia o>&. 

7. Consideriamo ora la parabola. 

La involuzione dei raggi passanti per x' y' e 
eonjugati rispetto alla parabola ha per equa- 
zione : 

essendo al solito A, h' i parametri di due raggi 
correnti coniugati dell'involuzione. 
Quindi l'equazione quadratica: 

h^ W' _ /( y' -f -|- = [g] 

dà i parametri h delle tangenti condotte dal 
punto M di coordinate a/, y' alla parabola, e tali 
tangenti saranno reali, cioè M sarà estei-no alla 

ASCBIBUI 13 
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parabola, se 

y" - "àpx'^o. 

8. Le reUo coniugale normali fra loro uscenti 
da M sono le bisettrici degli angoli delle tan- 
genti slesse e per i parametri h, h' tli tali rette, 

/( /(' = - 1 
e quindi 

2.«' 



h+h' 

y 

Ora cbiaraando F il fuoco propriamente detto 
della parabola, e considerando anche il fuoco al- 
l'infinito, cioè il punto all'infinito dell'asse della 
parabola, le bisettrici degli angoli delle rette 
che da M projettano i fuochi della parabola 
hanno per parametri : 



x' —Pi-^M t" ' x' -p^ — MF 
il cui prodotto è ctijpunto — i, e la somma è: 
F-a.-./ 
?/' 
dunque le bisettrici nominate coincidono appunto 
colie rotte conjugate ortogonali passanti per M. 
E se M è vin punto della parabola si ha: 



cioè: le bisettrici nominate sono la tangente e la 
normale nei pun^o SI alia parabola. 
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Quindi i teoremi a), h) dati per l'Ellisse e per 
l'Iperbole valgono anche per la parabola consi- 
derandovi il fuoco all'infinito. 

Il teorfima e) si muta nel seguente: 

Il luogo dei vertici degli angoli redi circo- 
aerini alla parabola non è altro che la direi' 
iriee relativa al fuoco F, propriamente delio della 
Parabola. 

Giacché per l'equazione quadratica (g) risulla 
che il luogo nominato ò rappresentato dall'e- 
qua^ione: 

-.; _ P 



9. Tonondo le solite notazioni si avrà per 
l'Ellisse: 

M F, ~ {x' - cf + 1/'' ^ [a — e x'f 

M F, = [x' + ff -[- y'^ ^ (a + e a,')'; 

ove F,, f'j sono fuochi, o si è posto, al solito: 

„ \/ a' ~ /■* 



ed inoltre M è il punto della linea di coordi- 
nate m', y'. Risulla quindi subito: 

MF.JrM a; ^ 2 a. [a) 

Ed essendo .Pi, P^ i piedi delle normali da M 
alle direttrici sarà: 
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J/p. = -'''-,'=.A' --"'l 

c c 

M P =- — — ' — - "("■•■f*"!. 
' fi e 

quindi 

jy/, __^__ MF^ ■ 

'MP~~ a ^ MP,"- ' ' 

Dunque: 
/J Nell'Ellisse la somma dei raggi vettori 
relativi ad un punto è costante ed eguale al- 
l' asse focale. 

g) Il valore assoluto del rapporto delle di- 
utanse di un punto da un fuoco e dalla diret- 
trice è coeianle qualunque sia il fuoco e il punto 
preso dall'Ellisse. 

Il valore — del rapporLo nominato è eviden- 
temente < 1. 

10. Per l'Iperbole indicandone con f\, ì<\ i 
ftiochi, e ponendo come per l'Ellisse: 



C-\/fl' + 6= 



J-^+7? 



x', y' un punto della linea, si avrà: 
MF, = [ex' - a;, MF" = [e x' + «}" 
quindi: 

MF^-MF, = 'ìa. 

Ed indicando con P,, P^ i piedi delle normali 
da M alle direttrici di i'",, F,, rispettivamente, 
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M_h\__ Mi\ _ e. 

Dunque il teorema g) vale anche per l'Iperbole; 
il teorema /) vaie puro sostituendo alia somma 
la differenza dei raggi vettori. 

Il rapporto e = — tanto oell' Ellisse clie nel- 
l'Iperbole dicesi eccentricità. È dunque minore 
dell'unità nell'Ellisise, maggiore invece per l'I- 
perbole. 

11. Quanto alla parabola dicendo F' il fuoco 
di essa al finito ed M=a;'y' un punto della pa- 
rabola sarà: 

^■LL' + I-V. 
Quindi 



Ora se jP è il piede della normale condotta da 
M alla direttrice relativa ad F^ sarà: 

MP^OM-OP^ -(|- + ic'| 
quindi 

MP 

Cioè: 

Nella Parabola la disianza di un punto della 
linea dalla direttrice egualia quella del punto 
dal fuoco. 
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In altri termini il valore assoluto del rapporto 
di tali distanze è l'unità. 

Dalie ultimo proprietà dimostrate seijuono le 
volgari costruzioni dell' Kliisso, dell'Iperbole e 
della Parabola; ed è facile verifioare che viceversa 
le ultime proprietà di queste linee servono a do- 
lìairle completamente. 

12. Consideriamo ancora l'Elltsso; ed osser- 
viamo etie l'equazioni 

li' x' X + a' y' y — a^ ì}^ = 
a' y' x — b" x' y — a^y' o — o 
rappresentano rispettivamente !a tangente all'El- 
Uase nel punto x', y' se sia 



h) 




Ì.-+T-- 


-^ i; 










e la normaltì condotta dal fuoco 
gente. Quindi le formoie; 


f 


a 


quella 


tan- 




j a'V 


o-S' 




h' 


ji' 


a' 


'''1 


k) X 


; a'u'c 


-h'x! 


.v= - 


^ 


y' 


a'y'c 1 



I a' y —0 X \ I a y' —h'x' \ 

danno ìe coordinate del piede P della normale 
condotta sulla tangente. 
Le formoie stesse k) danno per la relaziono ft) 



6V- 


- e [x" 


' — 


a'ì 


[a — e 


x'){a 


+ e 


X-) 


ay' 


(a-i 


?,x' 


) 



(a — e ■'(/) (a + e w') a + e 
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essendo: 










c = ae^^a'-,- 




e 




c= + (,- - o'. 




Si 


troverà aiK 


;ora : 






.»- 


J's'-eiV-c'-i") 






(o= 6- *')(<! + e»') 






(,■(.! 


:'+c;~e(,i;' + e)(«'- 


«) 






((.-e:»')(« + c.-B'J 






= 






e 


tinalmeDte 








„ _ _»Jf 


:+«) (l-_15l _ «(«■ 


+ <0 



(« - e x'} [a + ex') ~ [a + e x') ' 
Quadrando e sommando si rieava: 
a' + y^ = II'- 

La steasa relazione si troverebbe considerando 
invece l'altro fuoeo F^ dell'Ellisse; e in modo 
analogo si trova la relazione stessa per l'Iper- 
bole, ed ba luogo così il teorema: 

NelP Ellisse e neW Iperbole il luogo dei piedi 
delle normali, eondotle dai fuochi alle tangenti 
a quelle linee, è il cerchio che ha per diamela 
l'asse focale. 

13. Consideriamo ora k parabola ed osser- 
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viamo che l'equazioni 

px — v'y -ì-px' = 

y'x—p y +y'-- = 

rappresentano rispettivamente la tangente alla 
Parabola nel punto co' y' di essa e la normale 
condotta dal fuoco F a quella tangente. 

Pel punto P d'incontro di tali rette sì ha su- 
bito costantemente 

a: =^ 
onde: 

Nella parabola il luogo dei piedi delie nor- 
mali condotte dal fuoco F alle tangenti non è 
altro che la tangente al vertice della parabola 
stessa. 

14. Il cerchio si ottiene come caso partico- 
lare dell'Ellisse quando i due semiassi a, b sono 
eguali. Nei contro i due fuochi coincidono nel 
centro del cerchio stesso. 
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g 1. Del fascio di coniche. 

1, Pongasi in generale: 
aj-'> = a„ a-," + fl,j ìTj' + ffjsfl'/ + ì a^t ìFj x^ +- 
2 «„ a-, ij^, + 2 a„ .r, a,-^ 
allora l'equazione: 

Ci"' = «i'" + X 7'x'" = e 
rappresenta per ogni valore di l una conica del 
piano. Per ogni punto del piano passa in gene- 
rale una ed una sola conica della serie, che è io 
altri termini cosdiuita da tutte lo coniche che- 
passano per i punii comuni alle due 

aj^> = bj^> = 0. 
Viceversa, se scriviamo l'equazione di una co- 
nica qualunque che passa per quattro punti fissi 
del piano troveremo che l'equazione sarà della 
forma : 
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ove tV^', F/"' sono funzioni omogenee quadrati- 
che nelle coordinate di un punto corrente della 
linea; e (i è una eostante arbitraria, a cui asse- 
{jnando un valore speciale, si ottiene una conica 
determinata della serio. Due coniche qualunque 
delia serie determinano la serie stessa, che di- 
remo fascio sistema lineare di 1' specie; per- 
chò ciascuna conica delia serie è determinata da 
un solo parametro )^. 

2. La retta polare del punto Y rispetto ad 
una conica del fascio avrà per equazione: 



(1) 



^1 «'si'^' + "'i «''pi'" + IP3 «'i/a'"'* + ) 

X { a,-, 6's « + .-r, 6 V" + ^'^ b'y^' ì = ) 
ove al solito si ò posto in generale: 

2 «',,;" = f,,, ^. + «„ y, + rt„ IJ, \ 

2 a'y,<" = o^, y, + a,, y^ + n,, y^ 
essendo 

a„ = a«,. 
Risulta subito: 

he rette polari di un punto Y rispelto alle 
coniche di un fascio passano tutte per uno stesso 
punto Y' le cm coordinate sono date dalle for- 
male : 

? y\ = a'»,"' 6'?/,"' — «'-//' è't/a"' j 

Viceversa le rette polari di F rispetto alle co- 
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niche del fascio passeranno per Y; quindi le (3) 
cangiando le y, nelle S'V, e viceversa, danno le 
coordinate del punto Y; dato invece Y'. 

Dato un fascio di coniche resta adunque de- 
lerminata una eorriapondenza univoca fra i punii 
del piano, essendo fra loro corrispondenti due 
punti Y, Y' che sono poli conjugaii od armo- 
nici rispetto a tutte le coniche del fascio. Da 
un sistema piano ^ descritto dal punto Y de- 
duciamo un nuovo sistema piano S' descritto 
da T. E se il secondo sistema piano lo consi- 
deriamo di nuovo come descritto dal punto Y 
che descrive il primo, otteniamo il sistema pri~ 
mdtivo 2; la corrispondenza univoca è cioè in- 
volutoria. 

La corrispondenza si dice poi birazionale, per- 
chè le coordinate omogenee di un punto corri- 
spondente ad un dato sono proporzionali a fun- 
zioni razionali intere delle coordinate del punto 
dalo. Finalmente la corrispondenza si dice qua- 
dratica di %' ordine perchè le funzioni nomi- 
nate sono quadratiche, il che porta che se il 
punto Y descrive la retta: 

il suo corrispondente descrivo una conica rap- 
presentata dall'equazione: 

3. Dall'equazione della retta polare di un 
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punto rispetto ad una conica del fascio, risulta 
chiaro che se un punto Y ha la stessa retta po- 
lare rispetto a due coniche del fascio, per esem- 
pio alle due: 

questa rotta è polare di quel punto rispetto a 
tutte le coniche del fascio. 

Ciò posto essendo p un nnmero arbitrario le 
relazioni : 

«V + P*V==o, j (4) 

«'bb'" + F ò'sj'" =^ 0, ] 

servono a porre la corrispondenza projeltiva in 
cui sono corrispondenti due punti Y, T del piano 
che siano i poli di una stessa retta riftpetto alte 
due coniche aj^'=:0, bj^^ =^ o del fascio. 
L'equazione quindi: 



^21 «22 + F^ii "il + F 1^33 

''si "sì + f ^3! "aa + ~ hg, 



del 3° grado in p serve evidentemente a dare per 
ciascuna radice le coordinate y, di un punto u- 
mto dei due sistemi piani projettivi rappresen- 
tati dalle (4). 

Ciascuno di tali punti ha dunque la stessa retta 
polare rispetto a tutte le coniche del fascio. 

Quindi il triangolo dei punti uniti dei due si- 
stemi piani projettivi considerati è un triangolo 
conjugato rispetto a tutte le coniche del fascio. 
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Ed avuto riguardo all' equazione della conica 
eorrispondente ad una retta nell'accennata cor- 
rispondenza quadratica, risulta per le (4) che: 

he coniche corritìpondenti alle varie rette del 
piano sono circoscritte al triangolo conjugato a 
tutte le coniche del fascio. 

4. L'esistenza del triangolo eoojugato a tutto 
!e coniche del fascio risulta anche dal!' osservare 
che ìa stessa equazione cubica 

i = 

è quella di condizione perche una conica del fa- 
scio si spezzi in due rette. Cioè: 

In un fascio di coniche ve ne sono tre che 
ai speziano in due rette. 

Queste coniche degeneri sono quindi essenzial- 
mente costituite dalle tre coppie di lati opposti 
del quadrangolo completo a cui sono circoscritte 
tutte le coniche del fascio; e il cui triangolo 
diagonale è il triangolo conjugato a tutte le co- 
niche stesse. 

5. Risulta facilmente che: un fascio di co- 
niche viene tagliato da una retta del piano in 
un'involuzione di punti; essendo gosjugati i 
due punii d'intersezione della retta con ciascuna 
conica del fascio. 

Infatti se 

p a; j-, = j/^ + ;a s^ (r=l, 2, 3) 

sono al solito le coordinate di un punto qualun- 
que X della rotta YZ, e siano 
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l'equazioni quadratiche in \i. che dknno i punti 
comuni alla retta YZ e alle coniche 



A^f> + X IS(^f = 
l'equazione quadrutiea che dà i punti iu cui la 
retta YZ soga una conica qualunque del fascio; 
e la forma dell'equazione dimostra, per ciò che 
precede (Cap. Ili), la proprietà enunciata. 

Deriva da ciò che: 

Vi sono al più due coniche di un fascio ehe 
toccano mia data reità del piano. 

6. Osserviamo poi che un fascio di coniche 
si ottiene in particolare considerando le coniche 
coDJugato ad uno stesso triaugoio e passanti per 
un punto fìsso. Infatti assumiamo il triangolo 
dato per triangolo foudamentale A^, jIj, A, ed 
il punto dato per punto unità E. Dna qualunque 
delle coniche volute sarà allora rappresentata da 
un'equazione della forma 

ove 

), + ;* + u = 

opperò le coniche considerate formano un fascio. 
Esse passano appunto per gli altri tre punti £,, 
E^, -Ej, rispettivamente di coordinate 



e ehe sono i vertici del quadrangolo individuato 
dal triangolo diagonale dato e da uno dei suoi 
vertici che è il punto unità, 
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% "À. Della refe di coniche, 
ossia dei sistemi lineari di 2" specie. 

t. L'equazione: 

[X Lu] = aj" + X hj'> + a (■,<^' = 
rappresenta per ogui valore dì X, [i una couìl-r 
del piano. Abbiamo in tal modo una serio infi- 
nita di coniche. Per ogni coppia di punti presi 
arbitrariamenlo nel piano passa una ed una sola 
conica della .serie; e le coniche della serie pas- 
santi per un punto fisso l'ormano un fascio. 

La serie stessa è determinata da tre qualun- 
que delle sue coniche che diremo ([uindi costi- 
tuire una HBTE od un Sistema lineare di 2" ape- 
eie, perchè ogni conica è determinata in modo 
unico da due numeri. 

Per le solito posizioni, la polare del punlo Y 
rispetto ad una qualunque conica della rete ò 
rappresentata dall'equazione: 

Le polari del punto F passeranno adunque per 
un altro punto F del piaoo soltanto quando si 
abbia: 
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equanione del 3° grado nelle j/,, y^, y, che rap- 
presenta quiadi una curva del 3" ordine, luog:o 
dei poli Y le cui rette polari rispetto a tutte le 
coniche passano per un punto ¥'. 

La curva nominata C'=' è detta la Jaeoòiana 
della rete; essa è costituita adunque dallo coppie 
V¥' di poli conjugati rispetto a tutte lo coniche 
dolla rete. 

2. La condiziono, perchè una conica qua- 
lunque della reto abbia un punto doppio, ossia 
si spezzi in due rette, è ancora data dall' annul- 
larsi del determinante /, giacché non sono altro 
che mutate le linee in colonne. 

Dunque: 

La Jacobiana di una relè è anche il luogo 
dei punii doppi delle coniche della rete. 

3. Supponiamo che le coniche di una rete 
passino tutte per un punto fìsso. Assumendolo 
come punto fondamentale A, l'equazione di una 
conica qualunque passante per quel punto è: 

U,x, + U, = o 



ove K- indica in generale una funzione omoge- 
nea del grado r delle x,, t^. La relè in discorso 
sarà dunque data dall'equazione 

u,x^+u,+a{ r, *, + V,] + ^ { w, X, + w,) = 0. 

L'equazione delle Jacobiana della reto è: 
U, \\ IV, 
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ove in {generale con UJ si indica la derivata del 
polinomio K- rispetto ad ìt, ed UJ' quella ri- 
spetto ad ìTj. 

Intanto l'equazione della JacobJana è soddi- 
sfatta da x^ = cr^ = o quindi la Jacobiana passa 
pei punto j!, per cui passano tutte Io coniche 
della rete. 

Di più imm urinando 1' equazione della Jaco- 
biana ordinala per le potenze decrescenti di a-, 
essa sarà della forma: 

T-t ■''■, + 5", = 0. 
Ed invero, il moltiplicatore di ./■j" è il determi- 
nante; 

I ?/,' V,' IVV 

1! = ] f//' r/' IV," 



ora avendosi identicamente 

h\ - X, U/ + ^, U," 

V^==a,, V/ + CC, V," 
W, = x, W,' + X, W,", 
sostituendo in luogo di U,, Fj, W, le loro e- 
spressioni equivalenti il determinante H è nuJlo; 
epperò l' equazione della Jacobiana sarà della 
forma indicata. 

Ora la forma stessa dell'equazione dice che 
una retta arbitrariamente condotta da À^ taglia 
ivi la linea in due punti. Quindi À^ è per delì- 
nizione un punto doppio della Jacobiana, dun- 
que: 
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